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Vorwort. 

Diese Arbeit ist eine Untersuchung, durch welche der 
Begriff und die Eigenschaften des Doppellimes systematisch aus- 
einandergesetzt werden und gleichzeitig die Anwendungen des- 
selben auf eine Function von zwei reellen Veränderlichen, und 
auf eine unendliche Reihe, wo die einzelnen Glieder Functionen 
von einer Veränderlichen sind, gemacht werden. Um dies 
am vorteilhaftesten auszuführen, habe ich die ganze Arbeit 
in drei Teile geteilt. In dem ersten Abschnitt betrachte 
ich den allgemeinen Begriff des Doppellimes mit den Eigen- 
schaften desselben, wenn nur ein Punkt als Grenzpunkt in 
Betracht kommt. In dem zweiten Abschnitt erweitere ich 
diese Betrachtung, indem ich statt eines einzelnen Grenz- 
punktes alle diejenigen Punkte in Betracht ziehe, für welche 
die Function f{x^y) überhaupt definiert ist, wo f{x,y) eine 
in Bezug auf jede Veränderliche allein stetige Function ist. 
Hier betrachten wir zuerst diejenigen Punkte, welche inner- 
halb des gegebenen Gebiets liegen, und nachher den Zu- 
sammenhang des Doppellimes mit der Stetigkeit dieser Func- 
tion auf der Grenze dieses Gebiets, wo die Grenzfunction 
auf der Grenze y = y^ durch den Limes 

A^,yo) = L f{x,y,) 

für jedes x definiert ist. In dem dritten Kapitel habe ich 
die unendliche Reihe als einen besonderen Fall der allge- 
meineren , im zweiten Kapitel betrachteten Function f{x, y) 
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angesehen, und dadurch verschiedene Sätze über die Stetig- 
keit der Grenzfunction einer unendlichen Reihe abgeleitet. 

Für die Angabe des allgemeinen Gedankengangs dieser 
Arbeit sowohl, wie für seine Beratung und Leitung wäh- 
rend ihrer Abfassung habe ich Herrn Professor Hubert 
zu danken. 
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Erstes Kapitel. 

Begrijff des Doppellimes. 

§ 1. Wir haben hier mit einer Funktion von zwei 
reellen Veränderlichen zu thun. Eine solche Punktion 
z = f{x,y) ist vollständig definiert, wenn zu jedem Werte- 
paar (rr, y)j welches in Betracht kommt, immer ein bestimm- 
ter Wert von gehört. In dieser Untersuchung wollen wir 
auch durchweg annehmen, dass f(x^y) eindeutig ist, d.h., 
dass zu jedem Wertepaar {x, y) nur ein Wert von ^ gehört. 
Wir haben mit zwei verschiedenen Arten von Veränderungen 
der Funktion zu thun , nämlich : Wir können entweder die 
eine Veränderliche als constant betrachten und lassen die 
andere allein sich ändern, oder wir können alle beide gleich- 
zeitig sich ändern lassen. Dies verursacht die Existenz von 
zwei verschiedenen Arten von Limes. Wenn eine Veränder- 
liche, etwa y, als constant betrachtet wird, und wenn a eine 
Häufungszahl von x ist, dann sagt man, dass der einfache 
Limes 

L f{x,h) 



x=-a 



existiert und gleich A ist, wenn zu jeder beliebig kleinen 
positiven vorgegebenen Zahl immer eine andere positive 
Zahl 8 bestimmt werden kann, welche der Ungleichung 

(1) |/-(a + 8,6)-^|<:a 

genügt, und wenn dies auch gilt, wenn wir noch kleiner 

1 



nehmen. Die Existenz des Limes bedeutet geometrisch, dass 
in der (jsxyEhene um den bestimmten Punkt A ein Recht- 
eck von der Breite 2o und von der Länge 2S existiert, so 
dass, wenn x sich der Stelle x = a nähert, die Funktions- 
werte für jedes x zwischen a — 5 und a + 8 innerhalb des 
Rechtecks -4±a, ^±8 liegen, wo o noch so klein ge- 
nommen werden kann. 

In einer ähnlichen Weise definieren wir den Doppel- 
limes L f(x,y), wo wir die beiden Veränderlichen gleich- 



x = a 



zeitig sich ändern lassen und wo a und h Häufungszahlen 
von x resp. y sind. Wir sagen, dass dieser Limes existiert 
und gleich A ist, wenn zu einer vorgegebenen beliebig klei- 
nen positiven Zahl a eine andere positive Zahl 6 bestimmt 
werden kann, sodass die Ungleichung 

(2) |A« + 8„ h + \)^A\<o 

für jedes Wertepaar (8^, SJ erfüllt ist, wo 8,, \ unabhängig 
von einander sind und auch extra der Bedingung 

15J<8, 18,|<8 

genügen. Der Doppelliraes lässt sich auch leicht geometrisch 
interpretieren. Da zu jedem vorgegebenen o ein 8, und ein 
Sj gehört, so können wir um den bestimmten Punkt A ein 
Parallelepipedon von der Höhe 2a und von der Länge und 
Breite 28^ resp. 28^ gezeichnet denken. Wenn nun x und 
y sich gleichzeitig der Stelle (ab) nähern, so müssen die 
Functionswerte für jedes Wertepaar {x, y), welches innerhalb 
des Gebietes 

a-l,<x<a + \\ &-8,<y<5 + 8, 

liegt, innerhalb des Parallelepipedons fallen und auch noch, 
wenn wir o kleiner nehmen. Oder, mit anderen Worten, 
wenn wir in der (a;, y)-Ebene um den Punkt {ab) ein Recht- 
eck von Länge und Breite gleich 28^ resp. 28, gezeichnet 
denken, so unterscheidet sich dann von -4. der irgend einer 
Stelle entsprechende Funktionswert weniger als die belie- 
big kleine Zahl o. Wir können auch den Doppellimes geo- 



metrisch interpretieren, indem wir in der (ä;,^)- Ebene um 
den Punkt (ab) einen Kreis mit Radius 8 gezeichnet denken, 
innerhalb dessen der jedem Punkt entsprechende Functions- 
wert sich von Ä weniger als die beliebig kleine positive 
Grösse a unterscheidet. 

Beispiel 1. Es sei f{x^y) = ysinx Der Limes 
L /*(ir, y) mruss existieren. Denn hier ist -4=0, und für 

jedes noch so kleine o können wir immer ein 8 finden, so- 
dass wir für 

|8J<8, |8.I<8 
haben 

I \ sin 8, 1 <: o. 

Das A^ welches wir als den Grenzwert des Doppellimes 
definiert haben, muss immer eine bestimmte endliche Zahl 
werden. Sein Wert hängt aber nicht von dem Wert der 
Function an der Grenzstelle (ab) selbst ab, sondern nur von 
den Functionswerten , die in der Umgebung der Häufungs- 
stelle sich befinden. Wenn an der Stelle {ab) der Grenz- 
wert A existiert, dann braucht er nicht gleich dem Func- 
tionswert / (a, b) zu sein, und in der That braucht die Func- 
tion an dieser Stelle gar nicht zu existieren, was wir an 
dem folgenden Beispiel zeigen wollen. 

B e i s p i e 1 2. Es sei /' {x^ y) = x^ + y^ für alle Punkte 
mit Ausnahme des Coordinatenanfangspunktes , wo wir sie 
als gleich eins definieren wollen. Dann haben wir 

L f{x,y) = L [x' + f] = + fiO.O) = 1. 

Oder, wenn wir unsere Function f{x,y) an der Nullstelle 
gar nicht definiert denken, haben wir ebenso. 

L f{x,y) = L [x'^ + f] = 0. 

yz=0 y = 

§ 2. Wir wollen jetzt gewisse Eigenschaften des Doppel- 
limes betrachten. Zunächst behaupten wir : 

I. Wenn der Limes L f{x,y) existiert und 

x=^ a 
y = b 



gleich A ist, dann müssen wir bei jeder stetigen 
Annäherung von x und y an dieStelle (a,6) einen 
und denselben Grenzwert ^ bekommen, d.h. wenn 
z. B. wir y = $(a;) setzen, wo<I)(ic)an der Stelle 
a? = a eine stetige Function ist, und für a: = a 
den Wert b hat, so müssen wir 

L fix, ^(x)) = A 

x=:a 

haben. 

Denn wenn dies nicht der Fall wäre, so könnten wir 
nach unserer Definition des Doppellimes ein <t>(x) so wäh- 
len, dass wir für ein hinreichend (kleines a und für jedes 
noch so kleine § haben 

(1) |/*(a + S, (I)(a + 8))-^|>o. 

Aber da die Function ^{x) an der Stelle x = a stetig ist 
und für a? = a den Wert 6 hat, so haben wir 

L (S>{x) = $(a) = b 

xz=za 

und auch 

(t>{a + h) = (I)(a) + 8, = 6 + 8,. 

Setzen wir diesen Wert von <I)(a + 5) in (1) ein, so erhalten 
wir die Ungleichung 

|/-(« + S,,6 + 8J-^>a, 

welche für jedes Wertepaar (o^ , 8J in der Umgebung des 

Punktes (a, b) gilt. Dies sagt aber nichts anderes aus , als 

dass der Limes L /'(a?,y) nicht existiert. Aus diesem Wider- 
te =:a 

Spruch folgt unsere Behauptung. Ebenso beweisen wir, dass 

ist, wenn 

L f{x,y) = A 

x-=a 
y = b 

und X = ^{y) eine an der Stelle y =^ b stetige Function 
ist und für y = 6 den Wert a hat. 



Dieser Satz giebt uns nianchiiial ein sehr anwendbares 
Mittel, um zu zeigen, dass der Doppellimes nicht existiert. 
Denn wenn wir unser <I>(^)[9''(^)] auf irgend zwei Weisen 
so wählen können , dass wir zwei verschiedene Grenzwerte 
bekommen, dann ist es sicher, dass der Doppellimes nicht 
existiert 

Beispiel 1. Es &e\ f{x,y) = ^»[T'^^ , wo /*(0, 0) ist. 
Setzen wir x = W(y) = 2j/, dann haben wir 

L ^l^L - » 

Aber setzen wir x = W(y) = 3y, so bekommen wir 

Also folgt es, dass der Limes 

L f{x,y) 

x = 
» = 

nicht existiert. 

II. Wenn der Limes L f{x,y) existiert und 

x = a 
y = h 

gleich A ist, dann ist auch 

L f(x, h) = L f{a, y) = A. 

x=a y=h 

Dies folgt unmittelbar aus I, wenn wir die eine Ver- 
änderliche als eine Constante betrachten, oder mit anderen 
Worten, wenn wir <E>, [W], gleich der Constanten 6, [a] setzen. 

Wir dürfen aber nicht annehmen, dass, wenn die Limes 

L ax,<P(x)), L m(y\y) 

für einzelne Werte von O und ^F beide existieren und gleich 
A sind, dann der Limes L f{x^y) auch existiert. Wir 

x=:a 
y = b 

wollen dies erklären, indem wir die folgenden Beispiele be- 
trachten* 



Beispiel 2. Sei f{x,y) = -j^, wo /"(O.O) = 0. 
Hier haben wir für O = 0, ^^ = 

L f(x, 0) = L m y) = 0. 

Aber der Limes L f{x,y) existiert nicht, denn setzen wir 

a; = 

X = my^ so bekommen wir: 

^ xy m 



2 I ^.2 II ^,2 > 



und dieser Ausdruck kann alle Werte zwischen +\ und —\ 
haben, wenn m alle die Werte zwischen +oo und — oo an- 
nimmt. 

Beispiel 3. Sei fix^y) = .,^ ^ , wo /*(0, 0) = 0. 

Bei jeder stetigen linearen Annäherung der Function 

an die Stelle n: = 0, «/ = bekommen wir immer den 

Wert Null heraus. Aber trotzdem existiert der Doppellimes 

L f{x,y) nicht. Denn setzen wir x = my, so haben wir 

05 = 

L -.^-r = L —1- = 



+ 



y w 

für alle Werte von m. Setzen wir ebenso y = wic, so er- 
halten wir 



m a; 1 

für alle Werte von m. Aber setzen wir x = t/*, so be- 
kommen wir 

y=oy'+y' 

Also nach I existiert der Limes L f(x,y) nicht. 

y = 



.8 



Beispiel 4. Sei f{x,y) = ff wo /'(O.O) = 0. 

Dieses ist auch ein Beispiel, wo an der Nullstelle die 
Function für jedes lineare und auch für jedes quadratische 
O [oder W] denselben Grenzwert Null hat, aber wo der Li- 
mes L nicht existiert. Z. B. setzen wir y = mx, so 

y = 

haben wir 

j^^QX* + nV^ x=.o 1 m^x^ 

m^x^ "^ 1 

für alle Werte von m. 

Setzen wir ebenso x = my^ so bekommen wir 



für alle Werte von m. 

Also giebt es bei jeder linearen Annäherung an die 
Stelle X = y = den Wert Null. Wenn wir setzen 
X =t ay* + hy, welches die allgemeinste durch die Nullstelle 
gehende quadratische Substitution ist, dann erhalten wir für 
alle Werte von a und b: 

ytoy\ay + by + y' ,to {ay + bf+f 

Oder, wenn wir y = ax* + bx setzen, haben wir 

x\ax + bY ^ ^ x\ax + bf ^ ^ 
xto x' + x\ax + by x=ol+ X* {ax + bf ' 

welches für alle Werte von a und b gilt. Also haben wir 
bei jeder quadratischen Annäherung der Function an der 
Stelle X =^ y = auch den Wert Null. Wenn wir dage- 
gen X s=: y^ setzen, haben wir aber 

r y' - . 

Daraus folgt nach I, dass der Limes L f{x, y) nicht existiert. 

y = 



8 
Dieses Beispiel lässt sich verallgemeinern, indem wir 
die Function f{x, y) = -vr-i^ betrachten. Hier haben wir 

bei jeder Annäherung der Nullstelle längs einer stetiger 
Curve von weniger als wtem Grade immer den Grenzwert 
Null, aber trotzdem existiert der Doppellimes nicht. Wenn 
wir aber x = %f setzen, dann bekommen wir: 

Also der Doppellimes für n: = , «/ = existiert nicht. 

Wenn wir alle stetigen Functionen O und ^F in Betracht 
ziehen, dann haben wir den folgenden Satz: 

IIL Wenn bei jeder stetigen Annäherung 
von X und y an die Stelle (a,6) wir denselben 
Grenzwert A bekommen, dann existiert der 
Limes L f(x, y). 

yz=b 

Denn wenn dies nicht der Fall wäre, so würden wir 
wenigstens einen Wert von 4> [^F], etwa y = <E>', haben, wo 
der Limes 

L f{x,<l>\x)\ 



x-=a 



entweder nicht existiert, oder einen von A verschiedenen 
Wert hat. Also dann folgt nach I, dass der Limes L f{x^y) 

x = a 

nicht existiert. 

Wenn wir nun I und III zusammenfassen , so können 
wir das Resultat wie folgt ausdrücken: 

IV. Die notwendige und hinreichende Be- 
dingung dafür, dass derLimes L f{x,y) existiert, 

x-=a 

y = b 

ist, da^s wir bei jeder stetigen Annäherung von 
x und y an die Stelle (a,6) denselben bestimm- 
ten Grenzwert A bekommen. 

Ist L f{x^y) = -4, so ist, wie wir schon gesehen haben, 

x=ia 
y = b 

auch gleichzeitig 



L f(x,h) = L f{a,y) = L f{x,y) = Ä, 
Die Existenz des Limes L f{x, y) verlangt aber nicht, dass 

X =a 

die beiden Limes 

L f{x,l±z), L f{a±l,y) 

x=za y = & 

existieren sollen, wo s, 8 beliebig kleine Grössen sind , wel- 
ches wir beispielsweise zeigen wollen. 

Beispiel 5. Es sei f{x^y) = 2/ sin—, wo/'(0,0) = 0. 

Dann haben wir 

L f(x,y) = L {x,0) = L (0,y) = 0, 

x=0 x = y = 

y = o 

aber der Limes 

L f(x^ s) = i £ sin — 

a; = x = Q ^ 

hat keine Bedeutung. 

Umgekehrt können die beiden Limes 

L f{x,y), L f(x,y) 

für jedes y resp. x in der Umgebung des Punktes (a, b) exi- 
stieren, ohne dass der Limes L f{x,y) existieren soll. 

Xz=:a 



Beispiel 6. Es sei f{x,y) = (--q— ^j "^"^ , wo 

^(0,0) = 0. 

Dann haben wir 

1 



■ a!=o\a; 


•ty J 




a; = 


n 


- 0; 


„ X — 0, L 

y=zO 


J9 


- 1; 


„ X ^ 0, L 

y = o 


VI 


— 0. 



10 

Also existiert der Limes L f{x,y) für jedes y, und der 
Limes L f{x,y) für jedes x in der Umgebung von dem 
Nullpunkt. Aber nach I existiert der Limes L f(x,y) nicht, 

X=zO 

y = 

weil wir haben 

L f{x, 0) + Z /-(O, y) 

a;=0 y = 

Wir können aber den folgenden Satz behaupten: 

V. Wenn L f(x^y) existiert und gleich A ist, 

y = b 

und ausserdem, wenn L f{x,y) für jedes y und 

xz=a 

ebenso L f(x,y) für jedes x in der Umgebung von 

y = b 

ab existiert, dann ist 

L f{x,y) = L L f{x,y) = L L f{x,y). 

x = a x = a y = b yz=h x-^a 

y = b 

Denn es sei L f{Xjy) = F{a,y), dann haben wir 

X=(i 

(0 \F{a,y)-f(a + o,y)\<:o 

für jedes y in der Umgebung von (a, 6), und da der Doppel- 
limes L f{x,y) existiert und gleich Ä ist, so haben wir 

x = a 
y=h 

nach der Definition des Doppellimes für jedes 8 und jedes 
y in der Umgebung von (a, 6) auch 

(2) \f(^a+Z,y)-A\<zo. 

Durch Addition von (1) und (2) erhalten wir 

|F(a,y)-^4|<r.2a, 

d. h, L F(a^ y) = A. 

y = b 

Daraus folgt, da F{a^y) = L f{x^y) ist, dass 

L L f{x^ y) = A. 

ys5 x = a 
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Ebenso beweisen wir, dass 



L L f(x,y) == A. 



Also haben wir 



L L f{x,y) = L L f{x,y) = L f{x,y), 

was wir beweisen wollten. Es ist zu bemerken, dass dieser 
Satz nicht verlangt, dass F{a^y) gleich f(p,y) sein soll. 
Mit anderen Worten, ausserhalb der Stelle (a, 6) selbst 
braucht f{x, y) an keiner Stelle in Bezug auf jede Verän- 
derliche allein stetig zu sein und also nicht in Bezug auf beide. 

§ 3. Bisher haben wir nicht von dem Falle gesprochen, 
wo der Grenzwert an der Häufungsstelle (a, 6) gleich dem 
Functionswert /*(«, h) ist. Fügen wir nun diese Bedingung 
hinzu, nämlich dass 

x = a 
yr=h 

dann sagen wir, dass die Function an der Stelle (a, 6) re- 
gulär convergiert, und nennen die Stelle selbst eine regu- 
läre Stelle. An einer solchen Stelle ist die Function immer 
stetig in Bezug auf die beiden Veränderlichen, weil die Glei- 
chung 

L fix, y) = f{a, b) 

x = a 
y — h 

die Bedingung dafür ist, dass f\x^y) an der Stelle (a,6) 
stetig in {x, y) zusammen ist. Also könnten wir diese Stelle 
eine Stetigkeitsstelle in Bezug auf die beiden Veränder- 
lichen nennen. Wir aber wollen lieber den kürzeren Aus- 
druck reguläre Stelle brauchen. Nach § 2, II ist auch die 
Function stetig in Bezug auf jede Veränderliche allein. In 
der That ist f{x, y) dann nach §2,1 bei jeder stetigen An- 
näherung von X und y an die reguläre Stelle (a, h) eine ste- 
tige Function. In Beispiel 2 § 2 haben wir eine solche Func- 
tion an der Stelle a: = 0, y = betrachtet. 

Wenn der Limes L f(x^y) nicht existiert, dann nennen 

x = a 
y—h 
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wir die Stelle (a, h) eine irreguläre Stelle. Einö solche Stelle 
ist dadurch characterisiert, dass wir bei einer stetigen An- 
näherung an die Stelle (a, 6) entweder keinen bestimmten 
Grenzwert bekommen , oder dass wir wenigstens zwei ver- 
schiedene Annäherungen so wählen können, dass wir ver- 
schiedene Grenzwerte erreichen. In den Beispielen 1, 2, 3, 
4 und 6 des vorigen Paragraphen haben wir Functionen be- 
trachtet, die eine irreguläre Stelle für x = 0, y = haben, 
wo wir in jedem Falle A = f{0, 0) = definiert haben. 
An einer solchen Stelle kann die Function f{x^ y) in Bezug 
auf jede Veränderliche allein stetig werden. So sind z. B. 
die Functionen , die in den Beispielen 2, 3 und 4 des vori- 
gen Paragraphen betrachtet sind, an der irregulären Stelle 
X =z y =z stetig in Bezug auf x allein und auf y allein. 
Ist dagegen f{x^ y) an irgend einer Stelle in Bezug auf eine 
Veränderliche unstetig, so hat sie an dieser Stelle eine irre- 
guläre Stelle. In jeder noch so kleinen Umgebung von einer 
irregulären Stelle giebt es immer Punkte, wo der entsprech- 
ende Functionswert sich von A mehr unterscheidet, als eine 
hinlänglich kleine Zahl cj, d. h., wo 

\f{x,y)-A\>rz 

ist. Solche Punkte wollen wir Nachbarpunkte nennen. 

Man definiert, an der Stelle x =^ a den Sprung von 
einer Function einer Veränderlichen f{x) als den Limes der 
Differenz zwischen der unteren und oberen Grenze der Func- 
tion innerhalb des Intervalls (a — 8, a + 8) für 8 = 0. In 
einer ähnlichen Weise definieren wir den Sprung .einer Func- 
tion von zwei Veränderlichen f{x,y) an der Stelle (a, &). 
Um dies zu thun, zeichnen wir um den Punkt (a, 6) einen 
Kreis mit dem Radius p und nehmen innerhalb dieses Krei- 
ses die Differenz der unteren und oberen Grenze der Func- 
tion. Den Limes dieser Differenz für p = nennen wir 
den Sprung der Function in Bezug auf die beiden Verän- 
derlichen (o?, y), oder einfach den (;r, 2/)-Sprung. An einer 
regulären Stelle ist also der Sprung gleich Null, aber an 
einer irregulären Stelle ist er immer grösser als Null. 
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Beispiel 1. Es sei /"(a?, y) = ,J^ , ,wo/'(0,0) = 0. 

Führen wir die Polarcoordinaten p und <I> ein, dann sind die 
obere und untere Grenze der Function durch O = 45° resp. 
— 45® gegeben. Also ist der Sprung an der Nullstelle gleich 

p* sin 45' cos 45' - p' cos 45' sin 45' 



? = ( p' cos ' 45' + p' sin ' 45' p' cos " 45' + p* sin ' 45' 
= 2 sin 45' cos 45' = sin 90' = 1. 

Es ist zu bemerken, dass der Sprung an einer Stelle 
(ab) immer grösser oder gleich der Differenz zwischen dem 
Functionswerte f{a,h) und demjenigen Grenzwerte ist, wel- 
chen wir bei irgend einer stetigen Aimäherung der Stelle 
bekommen. Wir haben oben gesehen, dass an einer irre- 
gulären Stelle der Sprung in Bezug auf beide Veränderliche 
grösser als Null sein muss. Es ist auch möglich, dass an 
einer solchen Stelle der Sprung in Bezug auf beide Verän- 
derliche unendlich gross wird, und dass trotzdem unsere 
Function in der Umgebung des Punktes eine stetige Func- 
tion von jeder Veränderlichen allein ist. 

Beispiel 2. Es sei f(x,y) = -^~^j wo f{0,0) = 0. 

X -i-y 

Diese Function ist an der Stelle a: == y = eine stetige 
Function in x allein und in y allein, aber nicht in {xy) zu- 
sammen. Denn setzen wir x = y'/% se bekommen wir 

= L ^r— ,7- = OO. 



y=oy'+y' 2^/- 

Daraus folgt auch, dass der Sprung in Bezug auf (x^y) un- 
endlich gross ist. 

§ 4. Eine Anwendung des Doppellimes giebt uns ein 
Kriterium für die Existenz des einfachen Limes L f{x). 

x = a 

Wir können dieses Kriterium wie folgt aussprechen. 

Die nothwendige und hinreichende Bedin- 
gung dafür, dass der Limes L f{x) existiert, 

ist, das-s 



x:=a 
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x = a 



Beweis. Der Bestimmtheit halber setzen wir voraus, 

dass X zwischen x und a liegt. Dass unser Kriterium eine 
nothwendige Bedingung der Existenz des Limes L f(x) ist, 

x=za 

zeigen wir wie folgt. Wenn L f{x) existiert, haben wir 



x=za 



1) L f{x) = A, 



x=:a 



2) L f{x) = A. 

x = a 

Durch Subtraction erhalten wir also: 

L f(x)^L f{x) = 0, 

welches wir als einen Doppellimes schreiben können, weil 

f{x) und f{x) die Veränderlichen x resp. x nicht enthalten. 
Also ist 

L fix)- L fix) = 0. 

x = a xz=.a 

x=za x = a 

Da nach 1) und 2) beide dieser Limes existieren, können 
wir schreiben *) : 

L {fix) -fix)] = 0. 



Xz=:a 

x = a 



Unser Satz giebt uns auch eine hinreichende Bedingung. 
Denn setzen wir voraus, dass 

3) L{fix)-fix)\ = 0, 

x=za 

dann können wir zeigen, dass der Limes L fix) auch exi- 

x= a 

Stieren muss. Um dies zu thun, verfahren wir so. Wir 



1) Die algebraische Summe von zwei Limes gleich dem Limes Yon 
der Somme der Functionen ist, wenn beide Limes existieren. 
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setzen F{x) gleich der oberen Grenze von \f{ic) — t(x)\, wo 
wie vorher x zwischen x und a liegt. I (x) ändert sich 
dann monoton mit x, aber für ein festes x ist es eine Con- 
stante. Für jedes x verschieden von a, müssen nun die 
Werte der Function f{x) zwischen f{x) ~F(x) und f(x) + F(x) 
liegen, wo x alle Werte von x bis a annehmen kann (a selbst 
ausgeschlossen). Setzen wir jetzt der Reihe nach 



yio x^, X,, x^ ein System von Werten sind, welche a 

als Häufungszahl haben, dann ist 

4) / {X,) - F(^,) < f{x) < f(x:, + F(x,). 

6) f{^.) - F{x,) < f(,t) < fix-i) + F{x,). 

a\) - F(x:i < fix) < fix,) + Fix,). 

Hier ist F{x~,) > F(x,) > Fix,) > J'(x.} ■ • ■, weil 'x,, 

x„ X,--- die Häufungszahl a haben und wegen 3} 
_L F(x) = 

ist, und zwar nimmt die Function Fix) immer monoton ab. 
Die eine der Zahlen f[x,) ± F(a^,), welche den Spielraum 
der Function f{x} in 5) deäniert, kann ausserhalb des Inter- 
valls f(x^) ± F(x^) liegen, wie in der Figur gezeichnet ist. 

'/ 
</ 
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Aber die beiden Zahlen f{x^^F{x^) können nicht ausser- 
halb des Intervalls f{x^ ± F(x^ liegen, weil nach (4), welche 
für alle x zwischen x^ und a und also für a? = a;, gilt, 

fi^x,) ^FCxd < ax,) < f\xd + F (Sj 

ist, und von oben F{x^)^F(x^) ist. In dem Falle, dass 

die eine Zahl f(x^) + F{x^) oder f(x^)—F{x^) ausserhalb 

des Intervalls f{Xi) + F(x^) liegt, brauchen wir nur den Theil 

in Betracht zu ziehen, welchen die beiden Intervalle f(x^) ± Fx^ 

und f(x^)±F(x^) gemeinsam haben, weil nach (4) f{x) nie 

ausserhalb f(x^)± F{x^) liegen kann. In derselben Weise 
definieren wir die anderen successiven Grenzzahlen. Nun 

definieren wir zwei neue Functionen von x^^ nämlich: 

a) Es sei <I> (xj = f{xj + F(xJ für alle x^ zwischen x^ 
und a, mit Ausnahme von dem Falle, wo 

/•K) + F{xJ > f{x^^,) + F{x^_,). 
In diesem Falle sei 

ß) Es sei ebenso W{xJ = f(xJ-F{xJ für alle ~x^ 
zwischen Xi und a, mit Ausnahme von dem Falle, wo 

In diesem Falle sei 

Dann haben wir für alle x zwischen x^ und a 

(l>{x^)>f(x)>W^J. 
Die beiden Limes _i <S>{x^) undL ^(xj existieren, weil 

x = a x=za 

wenigstens von einer bestimmten Stelle an die eine Func- 
tion immer zwischen endlichen Grenzen monoton abnimmt 
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und die andere immer monoton zunimmt. Die beiden Grenz-* 
werte sind auch gleich, da die beiden Functionen sich von 

einander weniger als 2JP(:z;J unterscheiden und nach 3) ist 

_L 2F(^J = 0. 

Wir setzen danni 4>(^J =L ^(x^ = A. Wenn fer- 

ner^„ der Stelle a sich nähert, so nähert sich x gleichzei- 
tig derselben Stelle, denn nach unserer Voraussetzung liegt 

X immer zwischen x^ und a. Also haben wir schliesslich 

und daraus folgt, dass 

L f(x) =_L <D(^J =_L Mr(^J = Ä, 

was wir beweisen wollten. 

In einer ähnlichen Weise könnten wir ein Kriterium für 
die Existenz des Doppellimes ableiten. Dieses Kriterium 
lautet so: 

Die nothwendige und hinreichende Bedin- 
gung dafür, dass der Limes L f(x^y) existiert, 

ist, dass 

a!i=a ^ ' 



Zweites Kapitel. 

Eigenschaften Ton Functionen zweier Yeränderliclien, 
die in Bezng anf jede stetig sind. 

§. 5. Indem wir in dem vorigen Kapitel die Eigen- 
schaften des Doppellimes behandelt haben, sind wir jetzt in 

2 
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der Lage, diese zu benutzen, um gewisse Eigenschaften von 
einer Function zweier Veränderlichen abzuleiten und insbe- 
sondere diejenigen, welche mit der Stetigkeit zu thun haben. 
Wir unterscheiden hier, wie vorher, zwischen zwei Arten 
von Stetigkeit, nämlich Stetigkeit in Bezug auf jede Verän- 
derliche allein und in Bezug auf beide zusammen. Wir 
haben schon gesehen, dass eine Function f{x,y) in einem 
Punkte (a, b) stetig in Bezug auf jede Veränderliche allein 
werden kann, und zwar auch bei jeder linearen Annäherung 
an die Stelle (a, b), und trotzdem nicht in Bezug auf beide. 
Wir wollen in diesem Kapitel sehen , wie diese zwei Arten 
von Stetigkeit sich verhalten, wenn wir statt eines einzelnen 
Punktes das ganze Gebiet, für welches die Function definiert 
ist, in Betracht ziehen. Wir wollen zuerst die Eigenschaf- 
ten der Function innerhalb des Gebiets betrachten und nach- 
her gewisse Eigenschaften der Function auf der Grenze des 
Gebiets. In dem dritten Kapitel wollen wir sehen, dass 
diese letzteren einen Zusammenhang mit der Convergenz 
einer unendlichen Reihe haben. In diesen Betrachtungen 
setzen wir voraus, dass unsere Function f(x^y) innerhalb 
eines endlichen Gebiets 

eindeutig definiert ist, und, wenn es nicht anders besonders 
ausgedrückt ist , in Bezug auf jede Veränderliche stetig ist. 
Dieses führt uns zu den folgenden Ueberlegungen. 

§ 6. Für irgend einen Punkt (a,b) des Ge- 
biets haben wir 

L L f(x, y) = L L f{x, y) = f{a, b). 

Denn nach unserer Voraussetzung ist /'(^jj/) stetig in 
X allein , und also , wenn wir y als eine Constante betrach- 
ten, haben wir nach der Definition der Stetigkeit 

1) L f{x, y) = f{a, y). 



x=ia 



Dieser Limes gilt für jedes y {y^<:y <y^'i und wenn wir 
nun in diesem Grenzwerte y als eine Variable ansehen, bil- 
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det f{a,y) für sämmtliche y eine stetige Reihe von Werten, 
weil sie nichts anderes sind als die Werte unserer Function 
f{x,y) für X = a. Aber nach unserer Voraussetzung ist 
f(x,y) auch stetig in y allein für jedes x innerhalb des Ge- 
biets, und also für ^ = a. Daraus, zusanoimen mit 1) folgt: 

L L fix, y) = L fia, y) = f{a, b). 

If=b x=za ff=b 

In einer ähnlichen Weise haben wir 

L L fix, y) = L fix, h) = fia, h) 

und deshalb ist 

L L f{x,y) = L L fix,y) ^ fia,h) 

x=ay = b ff=b x=za 

was wir eben beweisen wollen. 

§ 7. Wenn wir eine beliebige, aber inner- 
halb eines Theils des Gebiets überall dichte 
Menge von Punkten in Betracht ziehen und fix,y) 
durch diese Punkte an irgend einer Stelle (a,&) 
des Theilgebiets sich so annähern lassen, dass 
x undt/ sich nicht gleichzeitig ändern, dann be- 
kommen wir immer denselben Grenzwert, als 
wenn wir irgend eine andere überall dichte Menge 
desselben Theilgebiets gewählt hätten, nämlich 
/•(a, 6). 

Denn der Grenzwert eines Limes hängt nur von dem, 
Werte der Function in der Umgebung des Grenzpunktes ab, 
durch welchen sie sich dem Grenzwert nähert. Wenn x und 
y sich nicht gleichzeitig ändern, dann nähert sich die Func- 
tion der Grenzstelle schliesslich durch Functionswerte, die 
entweder einem constanten x, oder einem constanten y ent- 
sprechen, d. h. in unserem Falle entweder x=^a, oder y = b. 
Da fix, y) für jedes constante x resp. y stetig in Bezug auf 
die andere Veränderliche ist, müssen wir einen und densel- 
ben Grenzwert für jedes System von Werten, die sich an 
der Grenzstelle verdichten, erreichen, nämlich /"(a, b). Daraus 
folgt unsere Behauptung. 

2* 
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§ 8. Die Function f{x^y) kann in einer über- 
all dichtenMenge vonPunkten irreguläre Stellen 
besitzen. 

Wir wollen eine Function zusammenstellen, die diese 
Eigenschaften besitzt. Um dies zu thun, gehen wir von der 
Function 

und wo — 1<ä:<:1, — 1<:«/<:1, aus. Wir haben schon 
gesehen, dass diese Function stetig in Bezug auf x allein 
und in Bezug auf y allein ist, aber an der Stelle a? = y = 
eine irreguläre Stelle hat^). Setzen wir x = sin'Älira; und 
y ^ sin'Äliry, so erhalten wir 

- , . sin'fclTra; • sin'Ä;!irv 

*^ ^^ 8in*fc!7ca:+sin**! Try 

Diese Function ist auch stetig in jeder Veränderlichen x und 
y allein. Wir wollen sehen, wo die irregulären Stellen die- 
ser Function liegen. Für ä = 1 haben wir 

, . . sin*7ra? sin*irv 

*i(^»y) = -^-Ä — . . 4 -» 
i\ li^/ sin*7ric + sin*7ra; 

Diese Function besitzt für die Wertepaare ic = 0, 1, 
y = 0, 1, das heisst an den Stellen (0,0), (0, 1), (1,0) und 
(1,1) eine irreguläre Stelle. Denn an jeder dieser Stellen 
existiert der Doppellimes nicht. Als Beispiel betrachten wir 
das Wertepaar (0, 1). Wenn x sich dem Werte Null nähert, 
dann muss y gleichzeitig sich dem Werte Eins nähern. 
Setzen wir demnach a? = y + 1, so erhalten wir den Grenz- 
wert 

j sin'irfy + l) • sin'iry , sin'^ry - sin'iry . 

y=o sin*7r(y+l) + sin*Try ""y=o sin*7ry + sin*7ry "" 

Setzen wir dagegen ic = 2y + 1, so bekommen wir 



1) Vergl. § 2, Beispiel 2, und § 3. 
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T sin'7r(2y + l) » sin'iry 
y=o sin*7r(2y+ l)+sin*7ry 

^ 4sin'7ry'COS*7ry • sin'iry 

yr>=o 16sin*7ry cos*7ry+8in*7cy ^' 

Daraus folgt nach § 2, I, dass der Doppellimes L <i>^{x,y) 

nicht existiert. Ebenso können wir zeigen, dass die Stellen 
(0,0), (1,0) und (1,1) irreguläre Stellen sind. An allen 
anderen Stellen ist die Function stetig in Bezug auf beide 
Veränderliche. Für i = 2 haben wir 

- . . sin'2! 7CÄ • sin*21 w 
'^ '^^ sin*2! Tra? + sin*2! iry 

Diese Function hat die irregulären Stellen (0, 0), (0, J), (0, 1), 
(iO), (i,i), (i,l), (1,0), (H) und (1,1); das heisst für 
a; = 0, J, 1, y = 0, I, 1. An allen anderen Stellen con- 
vergiert die Function regulär. In dem allgemeinen Falle 
haben wir 

^ . V sin'i! Tzx • sin'Ä! irt/ 
*^ '^^ sin*Ä;! iric+sjn**I ttj/ 

**(^, y) hat irreguläre Stellen für jedes Coordinatenpaar 
{x^y\ welches wir aus den Werten 

Ä? = 0, 1/Ä, 2/*, .... ft/*(= 1) 

» = 0, 1/*, 2/i, .... */*(= 1) 

wählen können, oder mit anderen Worten, an den Stellen 

(1) (00),(0,l/Ä)-.-(l//c,0)(l/Al/A)...(2/Ä,0)(2/Ä,l/A)...(l,l). 

Denn an jeder dieser Stellen , etwa (a/Ä;, ß/A) , existiert der 
Doppellimes nicht. Um dies zu zeigen, setzen wir x = y + oL/Jc, 
y = y^^/Jc. Dann haben wir als einen Grenzwert an der 
Stelle (a/k, ^/Jc) 

j sin'A;! izjy + a/k)Qm*kl Tzjp + ^/k) 
y=o 8in*A! Tr(y+a/Ä) + sin*Ä! 7r(y + ß/fc) 

— T sin*^l T^y __ 
y=o 2sin*Äl Try ** 
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Wenn wir aber a? = 2y + a/J , y = y + ^/h setzen , so er- 
halten wir 

j. sin'Ä;! Tzi2y + a/Je) - sin'Z;! ir(y + ß/Ä;) 
y=o sin*ÄI 7r(2y + «/*) + sin* A! ir(y + ß/Ä) 

y. 4sin*Ä;! Try • cos'Ä;! iry • sin'Ä^I Tcy __ ^ 

y=so 16sin*Ä! Try-cos*Ä;! 7rt/ + sin*Ä! tt^ ^^' 

Da diese beiden Grenzwerte verschieden sind, folgt unsere 
Behauptung, dass (a/Ä, ß/Ä) eine irreguläre Stelle ist. Ausser- 
halb der in (1) gegebenen Stellen ist die Function an jeder 
Stelle stetig in beiden Veränderlichen zusammen. 

Nun wollen wir die verlangte Function f{x,y) wie folgt 
definieren; es sei nämlich 

n = l WI 

Diese Reihe convergiert an jeder Stelle, weil für alle n 
0^< J ist und also 

wo S"-T ßiwß convergente Reihe ist. Unsere Reihe, als 
n\ 

eine Function in (ar, w) bez. (n, y) betrachtet, convergiert 

ferner gleichmässig, und stellt deshalb eine stetige Function 

in X ajlein und in y ^llein dar*). Aber in Bezug auf {x,y) 

zusammen ist fix^y) in jedem noch so kleinen Intervalle 

unstetig. Denn das erste Glied unserer Reihe hat, wie wir 

oben gesehen haben, eine irreguläre Stelle an den Stellen 

(OjO), (0,1), (1,0), (1,1). Ebenso das zweite Glied an den 

Stellen (0,0), (0,^), (0,1), (i,0), (i,i), (i, 1), (1,0), (1,^), 

(1,1), und das wte Glied an den Stellen (0,0), (0,1/«), 

(0, 2/n) • • • (1/w, 0) • • • (1, 1). Allgemein befinden sich, wenn 

wir n gross genug wählen, die irregulären Stellen an jeder 

Stelle , wo die beiden Coordinaten rationale Zahlen sind. 

Das heisst, ah den Stellen wo x und y die Gestalt x = piq, 



1) Vergl. § 23, IIL 
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y = P^lg! haben, wo p, p\ q, g' alle ganze positive Zahlen 
sind, und g, q' zui>resp.^' prim sind. Denn wir brauchen 
n nur so gross zu wählen, dass n\ durch q und 3' theilbar 

ist, um unser wtes Glied, —r^S^yy\ und also f{x^y) an der 

w I 

Stelle {plq^ p'lq') irregulär zu machen. An allen anderen 
Stellen ist f(x, y) stetig in Bezug auf die beiden Veränder- 
lichen. Da die Stellen, wo die beiden Coordinaten rationale 
Zahlen sind, überall dicht liegen, ist unsere Behauptung 
bewiesen. 

' § 9. Wenn sich die Punkte, wo der Sprung 
in Bezug auf beide Veränderliche gleich oder 
grösser als a ist, verdichten, dann hat f(x^y) in 
der Verdichtungsstelle selbst eine irreguläre 
Stelle, wo der Sprung gleich oder grösser als 
a ist. 

Beweis. Es seien die in Betracht kommenden Punkte 

(^Dä/i). (^8 »2/2)) > wo (:ro,«/o) die Häufungsstelle ist. 

Da in jedem dieser Punkte (^»,«/») der Doppellimes nicht 
existiert und der Sprung in Bezug auf beide Veränderliche 
gleich oder grösser als a ist, können wir in der Umgebung 
jedes Punktes (ä;^, yj immer zwei Nachbarpunkte (Sj, 7]J und 
Gtj^») so wählen, dass 

wo s eine positive Grösse, verschieden von Null ist. Wir 
können s beliebig klein machen, indem wir die Punkte (£», r^J 
und (Ei,7]i) hinreichend nahe an der Stelle [x^^y^ wählen, 
d, h. zeichnen wir um den Punkt (ä;^, y^) einen Kreis mit 
dem Radius p», dann ist s eine Function von p^ und 

L e(p,) = 0. 
p»=o 

Nun zeichnen wir um die Häufungsstelle (x^^y^) selbst einen 
Kreis mit Radius p,,. Innerhalb dieses Kreises liegen unend- 
lich viele Punkte von dem System (x^^yj) und also von den 
beiden Systemen von Nachbarpunkten (?»,>]») und (Sii>]i). 
Da dies für beliebig kleine p^ gilt, so haben die beiden Sy- 
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steine von Nachbarpunkten dieselbe Häafongsstelle wie das 
System {x^yy^j, nämlich (x^^yo). Also für ein beliebig klei- 
nes f^ können wir immer in der Umgebung von (x^ , y^) zwei 
Nachbarpunkte finden, die der Gleichung (1) genügen, d.h. 
wir haben 

/*(£• , ^o) - fiU , ^i) > ö - e (po) , 

wo wir 8 beliebig klein machen können, indem wir p^ hin- 
reichend klein wählen. Dieses Resultat sagt nichts anderes 
aus, als dass in dem Punkt (x^^y^) der Doppellimes 

y=«ro 

nicht existiert und dass der Sprung in Bezug auf beide Ver- 
änderliche gleich oder grösser als a ist. Damit ist unser 
Satz bewiesen. 

§ 10. Die irregulären Stellen, wo der Sprung 
in Bezug auf (x,y) grösser als eine hinreichend 
kleine, aber positive Zahl a ist, sind in keinem 
Theilgebiet überall dicht. 

Beweis. Wir wollen das Gegentheil annehmen, näm- 
lich wir wollen voraussetzen, dass in einem bestimmten Theil- 
gebiet die irregulären Punkte, wo der (a:, y)- Sprung grösser 
als a ist, überall dicht liegen , und zeigen , dass dies einen 
Widerspruch giebt. - Um dies zu thun, wollen wir wie folgt 
verfahren. 

Da die sämmtlichen Grenzpunkte unserer überall dich- 
ten Menge auch Punkte des Theilgebietes sind, so folgt aus 
§ 9, dass an jeder Stelle die gegebene Function einen {x, y)- 
Sprung, grösser als a besitzt. Also auf irgend einer Linie 
(etwa y = y^)^ die innerhalb des Theilgebiets und parallel 
zu der a?-Achse liegt, ist auch jede Stelle ein Punkt, wo ein 
solcher {x, y)-Sprung sich befindet. Aber auf derselben Linie 
ist f{x, y^ eine stetige Function in x. Deshalb können wir 
um irgend einen Punkt x ==^ x^ ein Intervall (a, ß) finden, 
so dass jeder Wert von /*(«?, yj innerhalb dieses Intervalls 
sich von f{x^ , y^) weniger als eine vorgegebene , beliebig 
kleine positive Zahl a unterscheidet, d. h. wo 
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(1) 
ist. 



f{^^y,)-fiPx^y,^ 



o; a 



a?<cß. 
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Fig. 2. 

Aber in dem Punkte {x^^y^ existiert der Doppellimes nicht 
und die Function hat dort einen (^,y)-Sprung grösser als a. 
Aus der Definition des Doppellimes folgt , dass wir in jeder 
noch so kleinen Umg^ebung von {x^^y^ und also zwischen 

a: = a, ic = ß einen Nachbarpunkt {x^^ yj so wählen 
können, dass 

(2) l/'K,yo)-A^t.yi)I>«/3 

ist. Aber auf der Linie y = y^ ist f(x,jy) auch stetig in 

X und also lässt sich um x^ ein Intervall (a,, ß,) finden, 
innerhalb dessen wir haben 



(3) 



l/*(^nyi)-A^,yi)| <:«; ai<:^<:ßj, 



wo wir (a^, ßj) so nehmen wollen, dass a<:aj, ß>ßi ist 
Wenn wir a hinlänglich klein nehmen , dann folgt durch 
Addition von (1), (2) und (3), dass 



W l/*(^,yo)-/'(^,yi)l>«M 

für jeden Wert von x innerhalb des Intervalls (a^, ß,) ist. 
Aber auf der Linie y = y^ hat /*(x, y) an jeder Stelle inner- 
halb (otj , ßj einen {x^ y)-Sprung, grösser als a. Also können 
wir innerhalb dieses Intervalls einen Punkt {x^^yj und einen 
zu ihm gehörenden Nachbarpunkt (^„y,), wo 



a. 



X. 



ß»; !fi><ifs^yt 
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ist, so wählen, dass 

(5) IA^.,y.)-/'(a^.,yo)l>«/3 

ist. Vermöge der Stetigkeit von f{x^ y) in Bezug auf x auf 
der Linie y = y^, haben wir 

für jedes x innerhalb eines bestimmten Intervalls (a,, ß,), 
welches wir so wählen wollen , dass a^ <: a^, ß^ > ß, ist. 
Ferner, da («ijß,) innerhalb des Intervalls (a,ß) liegt, haben 
wir aus (1) die Ungleichung 

Denn durch Addition von (5), (6) und (7) erhalten wir, wenn 
wir a hinlänglich klein nehmen 

(8) \f{x,y,)-ax,y,^>a^^, 

wo a, <:Ä?<:ß2, yo<^!/i<^yi ist. Verfahren wir ebenso 
weiter, so haben wir im Allgemeinen 

(9) I fix, y.) --fix, y,) \ > a/4, 

wo 5 = 1, 2, 3 , a, <: ^ < ß,, yo < y. < y,'i ist. Die 

beiden Beihen 



ttj <: ttg <: ttg 



ßi>ß,>ß» 

ändern sich monoton zwischen endlichen Grenzen und haben 
also eine bestimmte Grenze. Wir wollen sie ferner so wäh- 
len, dass 

L a,= L ^, = x^ 

8=00 8=00 

ist. x^ gehört dann zu jedem Intervalle (a„ ßj, s = 1,2, 
3 • • • •, welches in Betracht kommt. Da nach unserer Vor- 
aussetzung 

ist, haben wir aus (9) sofort 

(10) |/'(^o»y.)-/'(^o,yp)l>«M; s = i,2;3 
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Die Reihe von Zahlen yj, y,, «/s • • * * '^s.t, wie genommen, 
die Häufungszahl y^. Also die Ungleichung (10) sagt aus, 
dass der Limes 

für X = x^ ist, welches einen Widerspruch gegen unsere 
Voraussetzung giebt, nämlich dass der Limes 

L f{x, y) = f{x, y,) 

für jedes x ist. Aus diesem Widerspruch folgt unser Satz. 

§ 11. Wir haben in §8 ein Beispiel einer Function 
f{x,y) gegeben, die an einer überall dichten Menge von 
Punkten irreguläre Stellen besitzt. Der (a?, y) - Sprung an 
allen diesen Stellen hatte nicht denselben Wert. An vielen 
Stellen war er eine sehr kleine Grösse. In der That, in 
jedem noch so kleinen Gebiet findet man Stellen , wo der 
Sprung beliebig klein ist. Wir wollen dies in einem Satz 
ausdrücken, indem wir sagen: 

Die regulären Stellen bilden wenigstens 
eine überall dichte Menge^). 

Beweis. Aus §10 folgt, dass die Punkte, wo der 
{x, 2/)-Sprüng grösser als irgend eine hinlänglich kleine posi- 
tive Zahl a ist, in keinem Theil des Gebiets überall dicht 
liegen können. Es sei a<:a;<:ß, Y<:y<:8 irgend ein 
Theil des Gebiets, und ^i o, • • • o,^ • • • eine Reihe von Zah- 
len , wo L o^ = 0. Dann können wir wenigstens einen 



n 
« = 00 



Theil des Gebiets (a, ß, y, 8) finden, wo der (a?, y) - Sprung 
an jeder Stelle kleiner als o^ ist. Es sei (a^, ßj, Yi> ^i) dies 
Theilgebiet. Aus demselben Grunde können wir innerhalb 
des Theilgebiets («j, ßj, Yi, ^i) ein anderes (a,, ß^, Ys> ^2) 
finden, wo an jeder Stelle der (X y)-Sprung kleiner als o, 
ist. Fahren wir so fort, so haben wir schliesslich ein Theil- 
gebiet, wo an jeder Stelle der (iz?, y)-Sprung kleiner als a„ 
ist. Die Reihen von Grössen 



1) Yergl. Baire, Anaali di Matematica, Sept. 1899, S. 27. 
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«,<«,<«,<•••, ß, > ß, > P, > • • • 

8, < 8, <: 8, < . • ., Y, > Y. > T. > • • • 

ändern sich monoton zwischen endlichen Grenzen und be- 
sitzen also bestimmte Limes. Ferner wollen wir sie so wäh- 
len, dass 

L a, = L ß. = i», 

n = oo n=oo 

n = oo n=oo 

Dann hat /"(a;, y) an der Stelle {x^,y^ einen (^, «/)-Sprung 
gleich = L a^, d. h. /"(^p, y) convergiert regulär an die- 

»=00 

ser Stelle. Aber (a, ß, 7, 8) war irgend ein Theil des gege- 
benen Gebiets von f(x^ y). Daraus folgt, dass in jedem noch 
so kleinen Theil des Gebiets sich . wenigstens ein Punkt fin- 
den lässt, wo f(x,y) eine reguläre Stelle besitzt. 

§ 12. Bisher haben wir nur von Eigenschaften ge- 
sprochen, welche f{x^y) innerhalb des gegebenen Gebiets 
besitzt. Die Function war auf dem Rand selbst nicht defi- 
niert. Wir wollen sie jetzt, wie vorher, innerhalb des Ge- 
biets a<cx<cl^ yo<y <yn überall stetig in Bezug auf 
jede der Veränderlichen allein voraussetzen und auch auf 
dem Rand definieren, nämlich so: Es sei etwa für y =^ y^ 

für jedes bestimmte x^ des gegebenen Intervalls (a, ft), a und 
b einbegriffen. Dann sind die sämmtlichen Limeswerte /'(ip,yj 
die WertiB von f(x,y) für y = y^. Wir wollen die Eigen- 
schaften der Grenzfunction f{x,y^ in Bezug auf Stetigkeit 
untersuchen. 

Eine Art des Grenzüberganges von f{x^y) zu f{x^y^ 
giebt uns den BegriflF der gleichmässigen Convergenz. Man 
versteht unter der gleichmässigen Convergenz einer Function 
f{x^y) gegen eine Grenzfunction f{x,y^ dass, wenn wir y 
der Stelle y^ für alle x gleichzeitig sich nähern lassen , wir 
in der Grenze die Function f{x^y^) bekommen. Dies ver- 
langt eine weitere Bedingung von der oben benutzten Defi- 



29 
nition von f{x,y^^ nämlich von der Bedingung, dass 
(1) L f(x^,y) = fix^.Vo) 

für jedes x^ des Intervalles ist, welches nichts anderes aus- 
sagt als die Bedingung, dass fix^^y) an der Stelle y = y^ 
stetig ist. Bei gleichmässiger Convergenz ist es nothwendig, 
dass für eine beliebige positive Zahl o und für jedes y., wel- 
ches zwischen yo + ^ ^"^ Vo ^^^S^j ^^r Ungleichung 

(2) IA^,y,)-/"(^,yo)l<^ 

gleichzeitig für alle in Betracht kommenden x genügt wer- 
den soll. Also gleichmässige Convergenz bezieht sich auf 
das ganze Intervall, dagegen hat der einfache Limes (1) nur 
mit einem einzelnen Punkte des Intervalls zu thun. Geome- 
trisch verlangt der einfache Limes (1) nur, dass für jedes 
x^ des Intervalls (a, 6) und für eine beliebig kleine positive 
Zahl a ein Rechteck (f(x^, y^ ± a, y^ + 8) vorhanden sein 
muss, innerhalb dessen alle die Functionswerte f{x^^y^ für 
y<j <: y, <: t/o + ^ fallen müssen. 8 ist hier eine Function von 
X und o und kann sich also für ein bestimmtes a mit x 
ändern. Dagegen gleichmässige Convergenz verlangt, dass 
8 für alle x des Intervalls gleich genommen werden kann, 
wenn wir zuerst a beliebig nehmen , ihm dann aber für das 
ganze Intervall denselben Wert lassen. Also in diesem Fall 
kann 8 als eine Function von a allein betrachtet werden. 

Wir können die Idee der gleichmässigen Convergenz 
geometrisch in einer anderen Weise deuten. Denken wir 
uns e = f{x^ y) als eine Fläche mit den Grenzen für x und 
y wie oben gegeben. Diese Fläche wird von der Ebene 
y = y. (^0 <y. < yJ ^^ ^i^^r Curve z = f{x^ y,) geschnitten. 
Diese Curve nennt man eine Annäherungscurve. Sie ändert 
sich mit y, und, wenn f(x^y) gegen f{x^y^ gleichmässig con- 
vergiert, dann muss, wenn y, sich der Stelle y^ nähert, die 
ganze Curve = f{x^y,) gleichzeitig sich der Curve /s = f{x^y^ 
nähern. Oder denken wir uns alle die Annäherungscurven 
auf die Ebene y = y^ projectiert, und es sei in der Ebene 
y =^ y^ ein Streif von beliebiger Breite a auf jeder Seite 
der Curve ^ = f{x^y^ gegeben, dann lässt sich immer ein 
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y, so bestimmen, dass die Projection der Curve z = f{x,y,) 
innerhalb des Streifes fällt, und ferner die Projection von 
allen Annäberungscurven , welche zwischen j^ = f{x,y^) und 
^ = f(x, yj liegen, auch innerhalb desselben Streifes fallen. 
Dies gilt, wenn wir o noch so klein nehmen und also haben 
wir in der Grenze die Curve -e = f{xj y^ selbst. 

§ 13. Wenn wir die Endpunkte unseres Intervalls (a,t) 
in unsere Definition der Function /(^, yj einschliessen, sodass 
die sämmtlichen Functionswerte f{x^ y^) eine perfekte Menge 
bilden, dann können wir den folgenden Satz aussprechen t 

Wenn wir auf der Linie y = y^ ein Intervall 
(a,&) nehmen, dann ist die nothwendige und hin- 
reichende Bedingung dafür, dass /"(ä^j^) gegen 
fi^^Po) innerhalb des Intervalls (a,6) gleichmässig 
convergiert, dass an jeder Stelle des Intervalls 
(a und 6 eingeschlossen) die Function f{Xj y) r e- 
gulär convergiert. 

Beweis. Es sei, auf der Linie y = y^^ (^o^^o) irgend 
ein Punkt des Intervalls (a,6) (a und 6 eingeschlossen). Wir 
wollen zuerst beweisen, dass unsere Bedingung nothwendig ist, 
d. h. : Setzen wir voraus, dass f(x, y) gegen f\x, y^) gleich- 
mässig convergiert, dann müssen wir zeigen, dass um den 

Punkt {x^yy^ ein Gebiet (^o""^i> ^o + ^n Vq — ^) existiert, 
innerhalb dessen fix^y) an jedem Punkt (ic, y) der Ungleichung 

(1) |/*(^,y)-/*(^o»i/o)l<^ 

genügt, wo eine beliebig kleine positive Zahl ist, und wo 
ferner das Gebiet (^o"~^i) ^0+^2» ^o-^) so zu verstehen 
ist, dass, wenn (i^oj^o) einer der Endpunkte a oder h ist, 
wjr nur den Theil betrachten, welcher innerhalb des gege- 
benen Gebiets {a,b,yQ,yJ liegt. hat denselben Wert für 
das. ganze Intervall, weil f{x,y) gleichmässig gegen f{x,yj 
convergiert. Nach unserer Voraussetzung ist f{x,y) eine 
stetige Function von y. Also haben wir 

(2) l/'(^o,yo±8)-A^o,yo)l<^/3. 

Aber f{x,y^±h) ist stetig in Bezug auf x, und daraus 
folgt, dass 



^ 
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(3) \f(x,y,±h)^f{x,,y,±h)\<ol3, 

wo X innerhalb eines bestimmten Intervalls (^o*"^!) ^o + ^a) 
liegt, welches auf der Linie y = y^ ± o definiert ist. Dann 
ist (iTo— ^1» ^0 + ^2» ^0-^) das gesuchte Gebiet um den 
Punkt (ä^oj^o). Denn es sei (x^y) irgend ein Punkt inner- 
halb desselben. Da 6, wie wir oben bemerkt haben, das- 
selbe ist für alle x des gegebenen Intervalls (a, b) und also 
für das Intervall (^o~-^i» ^o + M» ^^^ss ß>ch der Functions- 
wert an der Stelle (x, y) von dem Functionswert an der Stelle 
(x^y^±h), wo X für beide Stellen denselben Wert hat, um 
weniger als o/3 unterscheiden; oder was dasselbe ist 

(4) \f{x,y)--f(x,y,±h\<o!3, 

wo x^'-h^<::x<cx^ + \, y^<zy<:y^±h ist. 
Durch Addition von (2), (3) und (4) erhalten wir 

IA^,«/)-/*(^o,yo)l<:^- 

Da (a?, y) irgend ein Punkt des Gebiets {x^ — ^^y ^o + K^ 
y^+o) war, sagt dieses Resultat nichts anderes aus, als 
dass an der Stelle (x^, yj und also an jeder Stelle des Inter- 
valls (a, 6) (a und b eingeschlossen) f{x^y) regulär conver- 
giert. Also giebt unser Satz eine nothwendige Bedingung 
für die gleichmässige Convergenz von fix^y) gegen die Grenz- 
function fix^y^. 

Die Bedingung ist aber auch hinreichend. Denn für 
jedes vorgegebene, aber beliebig kleine positive o existiert 
um jeden Punkt {x^,y^ des Intervalls (a,6) (a und b einge- 
schlossen) ein Gebiet von Dimensionen grösser als Null, 
innerhalb dessen kein Nachbarpunkt (5,7]) vorhanden ist, 
welcher der Ungleichung 

(5) \f{?>..y.)-m.yi)\>o 

genügt. Die Dimensionen von diesen Gebieten sind für ein 
föstes o beide Functionen von x und als solche haben sie 
für das ganze Intervall (a, b) eine untere Grenze grösser als 
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Null. Denn wenn sie unter jede Grenze abnehmen, wenn x 
sich einer bestimmten Stelle x = x^ nähert, dann findet 
man um {x^^y^ selbst kein Gebiet, welches von Nachbar- 
punkten, die (5) genügen, frei ist; und ferner die Grenzstelle 
(x^^yo) muss auch ein Punkt unseres Intervalls (a,6) werden, 
weil wir es so genommen haben, dass seine Punkte eine 
perfekte Menge bilden. Da also S innerhalb (a,6) eine be- 
stimmte untere Grenze hat, etwa S', haben wir nur dieses 
8' für das ganze Intervall zu wählen , um unsere ursprüng- 
liche Definition von gleichmässiger Gonvergenz von f{x^ y) 
gegen die Grenzfunction f{x, y^) zu erfüllen. Damit ist unser 
Beweis erledigt. 

Beispiel 1. Es sei /*(^,t/) = -j—^ , wo AO, 0) == 0. 

X -r y 

Diese Function convergiert in dem Intervalle < rc ^ 1 

nicht gleichmässig gegen die Function f{x, 0), denn, wie wir 

in § 2 gesehen haben, existiert der Limes 



x=o x^ + y^ 

nicht, und also hat f{Xj y) für x ^= y =r. (^ eine irreguläre 
Stelle. 

Man sieht aus diesem Beispiele, warum es nötig ist, 
dass die Function bei gleichmässiger Gonvergenz auch an 
den Endpunkten des Intervalls regulär convergieren muss. 

Denn hätten wir - , ^ , nur für das Intervall < a; < 1 

o(^ + y^ — 

betrachtet , so würde sie an jeder Stelle des Intervalls re- 
gulär convergiert haben, aber in Bezug auf das ganze Inter- 
vall nicht gleichmässig. 

Die Curven, in welchem die Fläche z = - , ^ \ von den 

zu der (;8^, a;) - Ebene parallelen Ebenen geschnitten wird, 
geben uns die Annäherungscurven. Wenn wir diese Curven 
der Bequemlichkeit halber auf die (e^xyEhene projectieren, 
haben sie die folgende Gestalt. 
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Fig. 3. 



Sie haben alle eine Spitze von der Höhe ^ und wenn y 
sich der Stelle Null nähert, so nähern sich diese Spitzen in 
der Projection der Curven nach und nach der Stelle ^ = 0, 
und gleichzeitig gehen in der Umgebung der Spitzen die 
Curven steiler und steiler in die Höhe. Die Curve f(x^O) 
selbst liegt für das ganze Intervall in der ;2;-Achse. Also 
wenn wir einen Streifen von der Breite weniger als ^ auf jeder 
Seite von f(x^ 0) nehmen, können wir keinen Wert von y^ so 
wählen, dass die Projection von ^ = f\x^y) in der (z^x)- 
Ebene innerhalb des Streifens fällt, und also fällt natürlich 
keine der Projectionen der Annäherungscurven für <: t/si <: ys 
innerhalb des Streifens, wie sie bei gleichmässiger Conver- 
genz alle thun sollen. 

Beispiel 2. Es sei gegeben is = | ^^ — 2/Mj wo 
— I<:ic<: + 1, — l<:y+l. Diese Function con vergiert 



f(^^o) 




i-Z > 



Fig. 4. 

gleichmässig gegen die Function f(x, 0), denn an jeder Stelle 
des Intervalls — 1 < o? < + 1 convergiert sie regulär , weil 

3 
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L\x'-f\ = a' = f(a,0), 



x = a 
?/=0 



WO a jeden Wert zwischen — 1 und + 1 annehmen kann. 
Die Curve jsi = f(x, 0) hat die Gestalt der in der Figur 4 
gezeichneten Parabel, und die Projectionen der Annäherungs- 
curven liegen immer innerhalb eines beliebig schmalen Strei- 
fens f{x, 0) ± a, wenn y sich der Stelle y = nähert. Also 
ergiebt sich in dem Limes die Curve js = f(x, 0) selbst. 

§ 14. Der folgende Satz giebt uns auch ein Kriterium 
für die Existenz der gleichmässigen Convergenz der Function 
f{x^y) gegen eine Grenzfunction {{x^y^. Er lautet so: 

Wenn für jedes constante y = y, die Function 
f(x^y) an jeder Stelle des Intervalls a^x^b 
nach X differenzierbar ist, und zwar so, dass 

\fA^.ys)\<G 

ist, wo G eine endliche Zahl bedeutet, und fer- 
ner, wenn für eine überall dichte Menge von 
Wertenvona?, wir 

L fix, y) = f{x, y,) 

haben, dann convergiert f{x,y) gleichmässig ge- 
gen die Function f\x^yj innerhalb des gegebenen 
Intervalls^). 

Beweis. Wir wollen ein System von Annäherungs- 
curven betrachten , nämlich diejenigen Curven , in welchen 
die Fläche = f{x, y) von den Ebenen y = y^, y^.y^- * * 
y,' ' ' geschnitten werden, wo 2/i> 2/2 * * '> 2/,) * * • eine Reihe 
von Zahlen sind, die y^ als eine Häufungsstelle haben. Nach 
unserer Voraussetzung existiert für alle x, {a^x<b), die 
Ableitung f,{x,y^), wo y, als eine Constante betrachtet ist. 
Diese Ableitung giebt uns an jeder Stelle die Richtung der 
Curve ^ = f{x,y,), d.h. sie giebt uns die trigonometrische 
Tangente des Winkels zwischen der Linie y ^= y^ und der 
Tangente der Curve. Wir wollen diesen Winkel mit O, be- 
zeichnen. Dann ist für alle x und für jedes constante y ==^ y, 

1) Dies ist eine YerallgemeineruDg eines Satzes über unendliche 
Reiben von ßendixson. Vergl. „Öfversigt of kongl. Yetenskaps-Akade*. 
mius Forhandlinger, Bd. 54, S. 605-622. 
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l/'C^,?/.)! = |tang<D,|<G. 

Vermöge der Stetigkeit von f{x^ y) in x können wir um 
irgend einen Punkt x = x^ (a^x^^b) ein Intervall 
{Xq—^, x^+ o') finden, sodass auf der Linie y = y^ für jedes 
X innerhalb dieses Intervalls wir 

l/*(^,y,)-A^o»«/i)l<:^ 
haben. Setzen wir der Bequemlichkeit halber 

und es sei «^^ , o^ , ^g • • • o^ • • • eine Reihe von Zahlen , wo 
i a^ = ist. Da L f(x,y) = f{x,yj für eine überall 

n=(X) y=yo 

dichte Menge constanter Werte von x innerhalb (a, h) ist, 
so können wir innerhalb jedes noch so kleinen Intervalles 
immer wenigstens einen Wert von x finden, sodass, wenn y, 
an der Stelle y = 2/,, si^^h nähert, li^^, auch für denselben 

Wert von x abnimmt. Eis sei x = x ein solcher Wert 
innerhalb des Intervalls (^^ — 6, ^^ + ö'). Aber wenn R^,^ für 

X = X mit der Aenderung von y^ abnimmt, so muss B^^ für 

alle X in der Umgebung von x gleichzeitig abnehmen, oder 
es wird Punkte in derselben Umgebung geben, wo | tang O, | 
wächst und schliesslich grösser als G wird. Dies ist aber 
nach unserer Voraussetzung unmöglich und also, da die 

iT-Punkte innerhalb (x^^ — ^, «^0 + ^') überall dicht liegen, 
können wir ein y, so wählen, dass 

für alle x innerhalb {x^ — h^ ^0 + ^') ^st. Aus demselben 
Grunde können wir ferner ein y^ so wählen, dass 

B,.,^G,] y,<y,<cy, 

auch für alle x innerhalb (^^ — 8, ^^ + 8'). Fahren wir so 
fort, so haben wir für den allgemeinen Fall 

für alle x innerhalb (^^, — 6, a;^ + 3'). Wenn wir uns diesen 
Prozess unendlich viele Male wiederholt denken, so haben wir 

3* 
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L i?„,. < i a. = 

für alle ic's innerhalb desselben Intervalls {xQ—h^XQ + h'), 
d. h. , innerhalb dieses Intervalls convergiert f{x, y) gegen 
f{x,yo) gleichmässig. Aber x^ war irgend ein Punkt des 
gegebenen Intervalls (a, 6), (a und b einbegriffen) und daraus 
folgt, dass f{Xy y) gleichmässig gegen f{x^ y^ in der Umge- 
bung von jedem Punkt innerhalb (a, 6) und also in dem 
ganzen Intervalle convergiert. 

§ 15. Die gleichmässige Convergenz giebt uns auch 
eine Bedingung für die Stetigkeit der Grenzfunction, welche 
wir in dem folgenden Satze ausdrücken können. 

Wenn f(x,y) gegen fix^y^) innerhalb eines ge- 
gebenen Intervalles gleichmässig convergiert, 
dann ist f(x,yj an jeder Stelle desselben Inter- 
valls eine stetige Function von x. 

Denn wir haben in § 13 gesehen, dass wenn f(x,y) 
gleichmässig convergiert innerhalb des Intervalles (a, 6), dann 
convergiert sie regulär an jeder Stelle des Intervalls (die 
Endpunkte einbegriifen). Also haben wir 

L f(x,y) = f(x,,y,), 
y=yo 

wo (^0 > Vo) irgend eine Stelle auf der Linie y = yo ist, welche 
innerhalb des Intervalls (a, 6) (a und h selbst einbegriffen) 
liegt. Aber wir haben auch 

L fix, y) = fix, y,) 
y=yo 

für .jedes x des Intervalls in der Umgebung von [x^^y^. 
Also aus § 2, V folgt: 

i f{^^y) = L L f{x,y) = L f{x,yj = f{x,,y,\ 

x=xo a;=xo y=yo x=xo 

y=yo 

welches aussagt, dass f{x,y^ an der Stelle x =: x^ stetig 
in X allein ist. Aber {x^,y^ war irgend eine Stelle des 
Intervalls (a, 6) und also ist f{Xy y^ an jeder Stelle des Inter- 
valles stetig in x. • 
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§ 16. Der in § 15 gegebene Satz giebt uns eine hin- 
reichende, aber nicht eine nothwendige Bedingung für die 
Stetigkeit der Grenzfunction f\x, y^. Es giebt Functio- 
nen f{x,y)^ welche nicht gleichmässig gegen eine Grenz- 
function fix,%) convergieren, aber wo trotzdem f[x,y^ eine 

stetige Function von x ist. Die Function f(x,y) = , ^ g , 

(wo /"(0, 0) = 0) ist eine solche Function. Wir haben in 
§ 13, Beispiel 1, gesehen, dass sie gegen f{x,0) in dem In- 
tervalle < :r < 1 nicht gleichmässig convergiert. Sie ist 
aber für «/ = stetig in Xj da sie dann überall den con- 
stanten Wert Null hat. Wenn wir die Bedingung für die 
gleichmässige Convergenz etwas genauer ansehen, nämlich 
dass f(x,y) an jeder Stelle regulär convergiert, dann sehen 
wir leicht, wainim dieser Satz nicht auch eine nothwendige 
Bedingung dafür giebt, dass die Grenzfunction eine stetige 
Function ist. Damit die Limesgleichung 

L f{x, y) = f{x,, y,) 

?/=yo 

gilt, muss es um den Punkt (^o^^o) für jede beliebig kleine 
Zahl a einen Bereich, etwa (^o~^i» ^o + K^ 2/ — ^) geben, 
innerhalb dessen an jeder Stelle {x,y) die Ungleichung 

(1) |/'(^,y)-A^o>2/o)l<^ 

erfüllt ist. Also für jedes y,^y <y,<:yo'^^ ^ müssen wir 
auf der Linie y =' y, dasselbe Intervall (^o~^i) ^0 + ^2) haben 
innerhalb dessen f(x,y^ der Ungleichung 



^1 



(2) l/*(^,y,)-A^o,y.) 

für jedes x genügen muss, wo ferner 

(3) l/'(^o,y.)-/'(^o>yo)!<:^i. 

und o^-^-o^^Q ist. W^as wir hier besonders betonen wollen, 
ist dass wir für jedes y =' y, dasselbe Intervall (^o^^n 
0^0 + 5j) für X haben müssen. Dies ist aber nicht nötig, 
wenn wir nur verlangen, dass f{x,y) gegen eine stetige 
Function convergieren soll. Das Intervall für x auf der Linie 
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y = f/^, welches wir jetzt mit (x^ — h^, ^o+K) bezeichnen 
wollen, kann in diesem Falle sich mit y, ändern. Es muss 
für jedes :(/, existieren und grösser als Null werden, aber 
wenn ?/, sich der Stelle y^ nähert , so kann es unter jede 
Grenze abnehmen. Beispielsweise ist dies der Fall bei der 

XU 

oben citierten Function f\x, y) = - ^ ' ^ (/*(0, 0) = 0) an 

X 4" y 

der Stelle x = 0, Denn da längs der Linie x = y f(x, y) 
immer den obersten Wert der Function nämlich J hat, so 
ist, wenn wir o <: J nehmen 

(^o-^,^o + ^')^2.//,sin45^ 

oder im Limes haben wir 

L {x,^^,, x, + b:)^ L 2.y/,.sin45^ = 0. 

Trotzdem ist die Function f\Xy 0) an der Stelle x = stetig. 

Eine hinreichende Bedingung für die Stetigkeit von 

fi^il/o) ^^ irgend einer Stelle {x^^jO ^^s Intervalls (a, 6) ist 

dadurch gegeben, dass wir für jede beliebig keine Zahl a 

und für 2/ = *i> ^^2) ^s» • * • ^*» * • *» ^^ ^i ^2^s * ' * ^* * * * 
eine an der Stelle // = //„ dichte Menge von Zahlen ist 

ein vollständig definiertes Intervall (X"^«*» ^ü + ^«*) grösser 
als Null haben , welches aber mit ot^ sich ändern kann , und 
wo für jedes x innerhalb desselben wir 

(^) I f\^. Vo) - f{-^, aj I < o , //, < a, < «/, ± 

haben. Denn setzen wir dies voraus, dann können wir in 
der folgenden Weise zeigen , dass fXx^ y^ für x =Xq stetig 
ist.. Wir haben 

L f{x, y) = f{x, y,) 
y=yo 

für jedes x des Intervalls (a, 6), a und b einbegriffen. Also 
für X = x^, haben wir 

(5) i fix,, y,)'-f(^o , 2/0) I <: ^ ; ^0 < ^, < 2/0 ± &• 

Vermöge der Stetigkeit von f{x, y) in Bezug auf x^ giebt es 
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auf der Linie y =^ y, auch ein Intervall {x^ — \,, ^o+^y.)» 
innerhalb dessen für jedes x wir 

(6) \f(^yys)-f(^o^y.) i <:^; 2/o<y. <:^o±» 

haben. Es ist zu bemerken, dass die beiden Intervalle 

(^o-S«*) ^o-Sy und K-S.» ^o + Ks) 

für y^ = ttj nicht nothwendig dieselben sind. Das erste 
bezieht sich auf die in (4) gegebene Bedingung, dagegen 
das zweite auf die Stetigkeit von f\x^ y) in Bezug auf x für 
y = y^ = oLj^^ welches ein anderes Intervall auf dieser Linie 

verlangen kann. Da L f(x^y,) = f{x,y^ ist, ist dann 

y$ = .vo 

auch L f{x,a^) = f(x^y^ für jedes constante :r (a^^<6) 

ff* = yo 

oder, was dasselbe ist, wir haben 

(7) l/'(^,yo)-/'(^,y-)|<:^; y,<y.'^y,±^ 

und 

(8) I fix, a,)-'f(x,y,) | <:o; y,<: a^^tj^± d. 

Die Ungleichungen (4), (7) und (8) gelten für alle a^^ zwi- 
schen y^ und 2/o — ^ und können also addiert werden. Daraus 
erhalten wir 

(9) |/*(^>yo)-/"(^,y,)l<^3a; y, <:y, <i/, ± &, 

d. h. wenn (4) existiert , dann ist die Ungleichung (9) auch 
erfüllt für jedes x innerhalb eines bestimmten Intervalles 

(^o-V) ^0+Ks) = (-^o-S«*, x^ + K,), wo y,<a,<y, ist. 
Nun können wir & so wählen, dass die Ungleichungen (5), 
(6) und (9) gleichzeitig für jedes y, zwischen y^ und y^'± & 
erfüllt werden. Also können wir diese addieren und daraus 
erhalten wir 

(10) IA^»yo)-/'(^o,yo)l<4a, 

wo x^ irgend einen Wert innerhalb des kleineren der beiden 
Intervalle (^o-^-i ^o + %^ und {x^-Oy,, x^ + o'y) haben 
kann. Die Grössen o^,, Oy,, Oy, und Oy, sind durch den Wert 
von y^ (=j= y^ bestimmt, welcher dem absoluten Betrage nach 



40 

der grösste ist von denen, die die Ungleichungen (5), (6) 
und (9) gleichzeitig erfüllen. Also giebt es auf der Linie 
y =z y^ ein bestimmtes Intervall grösser als Null, innerhalb 
dessen (10) für alle x erfüllt ist. Mit anderen Worten, 
f{oc^y^ ist an der Stelle x = x^^ eine stetige Function von 
*^- (^o)?/ü) ^'^>' **^^^^^ irgend eine Stelle des Intervalls (a,6) 
und also ist f{x^ ?/J an jeder Stelle stetig in x. 

Die Ungleichung (4) giebt uns auch eine nothwendige 
Bedingung für die Stetigkeit von f(x, y^ an der Stelle 
(x^jy^). Denn wenn f(x,y^) an dieser Stelle stetig ist, so 
haben wir für ein beliebig kleines o 

(11) i/'(^o,//o)"-/(^,//o)|<^/3 

für jedes x innerhalb eines bestimmten Intervalles (x^—^, 
^o + ^o)- Nach unserer Voraussetzung ist 

L f{x, y) = f(x, yj und also L f(x, a,) = f{x, y^) 

für jedes x innerhalb (r/, &), a und h einbegriffen. Also für 
X = x^^ haben wir 

(12) I f{x, , a,) - fix, , // J i <: a/3 ; y, <c a, < y, ± 0. 

Ferner ist f(x,y) stetig in x^ und daraus folgt, dass auf der 
Linie y = a^ es ein Intervall (^o ^ ^«t > -^o + ^«J g'^bt, inner- 
halb dessen für jedes x 

(13) I f{x, aj - f(x, , 7.,) I <: 0/3 ; y, <: a, < y, ± 

« 

ist. Die Ungleichungen (11), (12) und (13) gelten für alle 
ttj^ zwischen y^ und 2/o — ^^- Addieren wir diese, so erhal- 
ten wir 

welches gilt für jedes x innerhalb des kleineren der beiden 

Intervalle (x, -%^x^ + o^) und {x^ — S^^, x^ + 5iJ, wo 6«^ und 

Oßjt auf der Linie a^ = //(, ± U bestimmt werden. 

Arzelä hat diese Resultate zuerst in einen Satz zu- 
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sainmengefasst ^) , welcher für unsern Fall folgendermassen 
lautet : 

Wenn L fix^y) = f{x^y^ für jedes constante 

y=ya 

X =^ Xq « = ^o = ^ ^st, dann ist. die nothwendige 
und hinreichende Bedingung dafür, dass f{x^y^ 
an irgend einer Stelle (x^,y^) des Intervalls (a,6) 
eine stetige Function von x ist, dass für jedes 

beliebig kleine a und für y=^ ctj, a^, «3, , a^, , 

wo «jag'^s — ^k — eine an der Stelle y = yo dichte 
Menge von Zahlen sind, es um x^^ ein Intervall 
grösser als Null giebt, welches aber mit a^ sich 
ändern kann, und innerhalb dessen wir für jedes 
X haben 

§ 17. Die obige nothwendige und hinreichende Bedin- 
gung, dass die Grenzfunction f{x,y^ stetig sein soll, ist 
nicht immer erfüllt, wenn f{x,y)^ wie in § 5 definiert ist, 
d.h. wenn f{x,y) überall innerhalb des Gebiets a<:x<zh, 
yo<?/<y» stetig in jeder Veränderlichen allein ist, und 
wenn für jedes .X' (a ^ ;r ^ &) der Limes L f\x^y) =^ f{x^y^ 

H — Vi) 

ist, so kann /'(ic, i/y) unstetig in x werden. Eine solche 
Function ist in dem folgenden Beispiele gegeben. 

ü • -11 I.- • r/ \ (l+siniTir)^'^--! 
Beispiel 1. Es sei fix.y) = -^^ ^— , wo 

^ ^ (l+sinTT^y'^+l ' 
0^x<\^, und <: y < 10. Dann ist 

y = Q (1 +%m'KXy^+\ 

welches für ;r = 0, 1, 2, • • 10 den Wert Null hat, weil 
dann sinir^ gleich Null ist. Aber für 2w<:a;<:2w+l 
haben wir <: sin ttx <c + 1 und also ist an einer solchen 
Stelle 



1) Vergl. „Rendiconti delP Accademia delle Scienze delF Institute 
di Bologna" 1884 — 85. Sielie auch seinen Vortrag „Sulla Serie di 
Funzioni" Accademia delle Scienze dell' Instituto di Bologna, März 1899. 
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1 



1- 



, (l_+sinTr£)^^ (1 + s i n T^f» 

(l+siniric)"* 

Dagegen für n < a; < 2w ist > sin na; > — 1 und daraus 
folgt, dass an diesen Stellen 

y=o{l+smT.xy"+l + 1 

Also ist f{Xf 0) an den Stellen x = 0, 1, 2, • • • • 10 unste- 
tig in ;r. 

Die Function f[x,y^ kann auch unstetig an einer über- 
all dichten Menge von Punkten werden , was wir durch das 
folgende Beispiel zeigen wollen. 

Beispiel 2. Es sei 

00 1 -i- 

f{^^y) = 2 -T (cosn! 1:^)2'" >, 

WO O^iP^l, 1<:^^2 und «/^ = 1 ist. Wir müssen 
zuerst zeigen, dass diese Function innerhalb des gegebenen 
Gebiets stetig in jeder Veränderlichen ist und dass der 
Limes 

existiert. Diese Reihe stellt eine stetige Function in Bezug 
auf X dar, denn setzen wir 2/ = a, so erhalten wir eine 
unendliche Reihe von stetigen Functionen von x^ die für 
jedes a (l<:a<c2) gleichmässig convergieren , weil die 
Reihe des Maximums M^ der einzelnen Glieder absolut con- 
vergiert 0- Denn haben wir 

CX> 00 1 

n = l n = l W* 

00 1 

und die Reihe S — r ist eine convergente Reihe. 
1) Vergl. § 22, III. 
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Ebenso stellt die gegebene Reihe für jedes constante 
X = Xq (0<^o< 1) eine stetige Function in y dar. Denn 
setzen wir x =^ x^, so bekomraen wir eine Reihe von steti- 
gen Functionen von y , welche innerhalb des Intervalls 
1 <t/<2 gleichmässig convergiert, weil die Reihe des Maxi- 
mums M^ der einzelnen Glieder absolut convergiert. Wir 
haben nämlich 

SI^J = Sli(cosn!7r^,^|<:S-;^^ 

n = 1 »a = I W ! w = 1 W ! 

00 1 

und die Reihe 2 ~t ^^^' ^^® ^^^^ gesagt, bekanntlich eine 

convergente Reihe. Aus der gleichmässigen Convergenz 
dieser Reihe folgt, dass für jedes constante ^ = a;^ 
(O^a;,, < 1) wir 

:^ 1 



(1) L 2 -^(cosMlx^oy^-^ = L f{x,,y) = f{x,,\) 

^ ' y = \ ti=l ^«i .y=l 

haben ^). 

Nun wollen wir die Stetigkeit der Function f{x^ 1), 
welche die sämmtlichen Werte des obigen Limes hat, wenn 
x^ der Reihe nach jeden Wert des Intervalls (0, 1) (0 und 
1 einbegriffen) annimmt, untersuchen. Da (1), als eine Func- 
tion von n und y betrachtet , gleichmässig für jedes in Be- 
tracht kommende x^ convergiert, so können wir schreiben 

« 1 



y=l «=1 «! 



1 . „. .A . , 1 



L (cos itiCo)»-' + L lü (cos 2 ! «a;,)»-' + L —. (cos 3 ! ita;J»-> 



1 



+ + L -77(C0SÄ! 7r;r.)»-i -t- 

1 

Der Limes L (cos • -^x^y-^ ist gleich eins für a^o = ; an 



1) Vergl. § 22, IV. 
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allen andereli Punkten des Intervalls (0, 1) aber bat er den 

1 _L 

Wert Null. Ebenso ist der Limes L — (cos 2 ! r^x^f-^ 

gleich ^ für x^ = 0, ^, 1, aber gleich Null für alle ande- 
ren Werte von x^ innerhalb des Intervalls (0, 1). Im Allge- 
meinen ist der Limes 

1 -i- 1 

L -TT{co&Jc\T:x^)y-^ gleich -^ für^,==0, 1/Ä;,2/A. ..ZV/c(= 1) 

und an allen anderen Stellen gleich Null. Also wenn wir 
Xq gleich irgend einem rationalen Wert zwischen und 1 
setzen, z. B. x^ = p/q, wo p und q ganze und zu einander 
prime Zahlen sind, dann können wir h so gross wählen, 
etwa gleich g, dass hlr^x^ immer ein ganzzahliges Vielfaches 
von TT ist. Dann wird der Limes 

1 



L -yj(cosÄ:!7r:r>-* = 1/&! 

y=l fCi 

an dieser beliebigen rationalen Stelle. Dagegen, setzen wir 
Xq gleich irgend einem irrationalen Wert, dann können wir 
keinen noch so grossen endlichen W^ert von /c wählen, sodass 
JcItzx^ ein Vielfaches von tt wird. Dann ist an irgend einer 
irrationalen Stelle cos ^ ! tu^^ < 1 , und also ist an dieser 
Stelle der Limes 

1 -1- 

L Y^(cosÄ! Tzx^)^-^ = 0. 

Aus dieser Betrachtung folgt, dass die Function /*(^, 1) an 
allen irrationalen Stellen gleich Null ist, aber an allen ra- 
tionalen Stellen von Null verschieden, d. h. , sie ist an allen 
rationalen Stellen unstetig in x, Sie ist aber nicht an jeder 
Stelle des Intervalls unstetig, weil es in jedem Intervall 
einen Theil giebt, wo der Spruug in Bezug auf x kleiner 
als eine beliebig kleine Zahl o ist Mit anderen Worten, 
die Unstetigkeitsstellen bilden nur eine tiberall dichte Menge. 

§ 18. Wir wollen jetzt sehen, ob es vielleicht möglich 
ist, dass die Function f {x, y^) an jeder Stelle unstetig wer- 
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den kann, wo wie vorher f{x^ y^ durch die sämtlichen Werte 
des Limes 

L fix, y) = f{x, y,) 

fär jedes constante x = x^ innerhalb eines Intervalls a^x 
<6 definiert ist, und wo f(x,y) innerhalb des Gebiets 
a <: a; <: 6, 2/o < ^ <^ 2/» überall stetig in Bezug auf jede Ver- 
änderliche allein ist. Ehe wir aber diese Untersuchung 
durchführen können , müssen wir einige Eigenschaften einer 
an jeder Stelle discontinuirlichen Function einer Veränder- 
lichen ableiten. Die erste von diesen lautet foigender- 
massen : 

Wenn f{x) an jeder Stelle unstetig ist, dann 
braucht der Sprung an allen Stellen nicht der- 
selbe zu werden, und in der That kann er bei 
der Annäherung von x einer gewissen Stelle 
unter alle Grenzen grösser als Null abnehmen. 

Wir wollen die Gültigkeit diesei* Bekauptung durch das 
folgende Beispiel zeigen, wo diese Eigenschaft vorhan- 
den ist. 

Beispiel. Es sei f{x) = L O^; 0<:ir<l, wo 

« = 00 

= i -^^ — j j^ ist. Für irgend einen rationalen 

Wert von x, d. h. für x = p/q, wo p und q ganze und zu 
einander prime Zahlen sind, ist f{x) = 0. Denn wir brau- 
chen nur n hinlänglich gross, nämlich höchstens gleich q, 
zu wählen , um an diesen Stellen n ! tzx gleich einem Viel- 
fachen von TT und also sin'wlir^ gleich Null zu haben. 
Daraus folgt für alle rationalen Stellen, dass 

fix) = L ]L- . \ = L (0) = 0. 

Dagegen für alle irrationalen Werte von x ist f(x) = x. 
Denn in diesem Falle können wir keinen noch so grossen 
endlichen Wert von n wählen, sodass nl-KX ein ganzzahliges 
Vielfaches von ir wird, und also ist 0<:sin'«! no? <: i. 



4 



j 

4 
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Deshalb haben wir für alle irrationalen Werte von x 

j., . T ( X ^sin 'n! tzx 

fix) = L { L — r-i — i Ti 

f, = oo(^=o sm^w! Tzx + f 

r X 
Li , ^ 



L li=o _ ^ \ =^ L — = X. 

sin'w! t:x 



«=00 I ^ ' o4n «/mI ^/y. I « = 00 1 



Dann ist f(x) gleich Null an allen rationalen und gleich x 
an allen irrationalen Stellen , wo <: a; < 1 ist. Da der 
Punkt X = selbst von dem Intervall ausgeschlossen ist, 
ist f(x) an jeder Stelle unstetig, aber wenn x sich der 
Stelle X = nähert, so hat der Sprung keine untere Grenze 
grösser als Null. * 

Es fragt sich nun, wie oft diese Eigenschaft einer total 
discontinuirlichen Function in einem gegebenen Intervall statt- 
finden kann, und darüber wollen wir den folgenden Satz 
aussprechen : 

Wenn f{x) an jeder Stelle eines gegebenen 
Intervalls (a,h) unstetig ist, dann können die 
Punkte, wo bei der Annähern ng von x derSprung 
unter alle positive und von Null verschiedene 
Grenzen abnimmt, nirgends überall dicht liegen. 

Wir wollen das Gegentheil annehmen und zeigen, dass 
dies zu einem W^iderspruch mit unserer Voraussetzung führt. 
Es sei (a, ß) ein Theil des gegebenen Intervalls, wo diese 
Punkte überall dicht liegen , und ^j , a^ • • • a^ • • • eine Reihe 
von Zahlen, wo i 0^ = ist. Da innerhalb (a, ß) die 



« = Cß 



Punkte überall dicht liegen, wo bei der Annäherung von x 
der Sprung unter alle positive und von Null verschiedene 
Grenzen abnehmen kann, können wir innerhalb (a, ß) ein 
neues Intervall (a,, ß^) so auswählen, dass an jeder Stelle 
der Sprung kleiner als a^ ist, und wo a<a,, ß>-ß, ist. 
Aus demselben Grunde können wir innerhalb (a,, ßj wieder 
einen Theil finden, wo an jeder Stelle der Sprung kleiner 
als ajj ist, und wo a,<:a,, ßi^ß^ ist. Fahren wir ebenso 
fort, so haben wir im Allgemeinen ein Theilintervall (a^, ßj, 
wo an jeder Stelle der Sprung kleiner als a„ ist und wo 
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^^^ • • • • 

'n 



• • • • 



(1) a< a, < a, < ttj, < <: a. 

(2) ß>ß.>ß.>ß,>--->ß. 

ist. Wenn wir nun diesen Prozess unendlich oft wiederholt 
denken, so nähern sich die beiden Reihen (1) und (2) einer 
bestimmten Grenze, weil sie sich beide monoton ändern. 
Wir wollen sie so wählen, dass L a^ = L ß, = oc^. 

Dann hat f{x) an der Stelle x = x^ einen Sprung kleiner 
oder gleich L a^ = 0. Aber da der Sprung nie negativ 

M=00 

werden kann, so muss f(x) für x = x^ einen Sprung gleich 
Null besitzen; d. h,, f{x) ist an dieser Stelle eine stetige 
Function , welches einen Widerspruch mit unserer Voraus- 
setzung giebt, dass f{x) an jeder Stelle unstetig sein soll. 
Damit ist unser Beweis erledigt. 

Wenn innerhalb eines gegebenen Intervalls die Punkte 
einer Menge nicht überall dicht liegen, so ist es immer 
möglich, einen Theil des Intervalls zu finden, wo kein Punkt 
dieser Menge vorhanden ist. Also aus den obigen Betrach- 
tungen folgt unmittelbar der folgende Satz: 

yfeni\f{x) an jeder Stelle eines gegebenen 
Intervalls unstetig ist, dann giebt es immer 
wenigstens einen Theil des Intervalls, wo an 
jeder Stelle der Sprung grösser, als eine hin- 
reichende kleine positive Zahl A ist. 

Nun wollen wir zu unserer Hauptfrage dieses Paragra- 
phen zurückkehren, nämlich ob die Function f(x,yo) wie 
oben definiert, an jeder Stelle des Intervalls (a, &) unstetig 
werden kann, und darüber wollen wir den folgenden Satz 
aussprechen : 

W^enn f{x^y) innerhalb des Gebiets a<c^<:&, 
Vo^^y^^Vn überall stetig in jeder Veränderlichen 

allein ist, und wenn L fix^y) = f(x,y^) für jedes 

y-yo 

constante x = x^{a<x^^<h) ist, dann kann f{x^yj 
nicht an jeder Stelle des Intervalls {a,b) unste- 
tig werden^). 

1) Vergl. Baire, Annali di Matcmatica, Sept. 1899, S. 27. 
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Beweis. Um unsere Behauptung zu beweisen, setzen 
wir das Gegentheil voraus, und zeigen, dass daraus ein 
Widerspruch folgt. Nach dem letzten Satz können wir dann 
auf der Linie y = y^ wenigstens einen Theil des Intervalls 
(a,&) finden, wo an jeder Stelle die Function f{x^y^ einen 
Sprung grösser als eine hinreichend kleine, aber von Null 
verschiedene Zahl A macht. Es sei (a, ß) dieses Theilinter- 
vall und x^ irgend ein Punkt innerhalb desselben. Nach 
unserer Voraussetzung existiert der Limes 

L f\x,y) = f{x,y,) 
y=yo 

für jedes constante x {a^x<h) und also für x = x^. 
Dann können wir ein y == y^ so wählen, dass 

(1) I /'(^ü» 2/1) -/'(^o5 Vo) I < ^/2 ; 2/0 < 2/1 < y«- 

ist. Da fix^y) für jedes y, für welches f(x, y) definiert ist, 
eine stetige Function von x ist, dann giebt es für y = y^ 
um a: = iTy ein Intervall (a^, ßj von der Ausdehnung grösser 
als Null, innerhalb dessen für alle x die Ungleichung 

(2) 1 f{x, 2/1) - /'(^o , 2/1) I < ^/2 ; yo<y^< y.- 

erfüllt ist. Die Ungleichungen (1) und (2) gelten für die- 
selben Werte von y und deshalb können wir diese addieren 
und erhalten so 

(3) \ax.yd-f{x,.y,)\<o 

d. h., wir können ein y = y^ so wählen , dass für jedes x 
innerhalb eines bestimmten Intervalls (a^, ßj der entsprech- 
ende Functionswert f{x^y) sich von f\x^^y^ weniger als 
eine beliebig kleine Zahl o unterscheidet. Aber die Func- 
tion f{x^ y^ ist an jeder Stelle unstetig und macht inner- 
halb (a, ß) an jeder Stelle einen Sprung grösser als A. Also 
befindet sich innerhalb (aj,ßj wenigstens ein Punkt, etwa 
^ = ^u wo 

ist. Der Limes 
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L f{x, y) = f{x, y,) 

y=yo 

gilt auch für x = x^. Dann können wir ein y = y^ so 
nehmen, dass 



V 



(5) \f{x,,y,)-f(x,,y,)\<al2; y^<y^<y 

Diese Ungleichung gilt nicht nur für y^, sondern für jedes 
constante y zwischen y^ und einem bestimmten Werte 1/0 + *> 
wo die letzte Zahl grösser oder kleiner als y^ werden kann. 
Wir wollen aber unter diesen nur die eine Constante y = y^ 
aussuchen und zwar so, dass y^ zwischen y^ und y^ liegt, 
wie oben angezeigt ist. Vermöge der Stetigkeit von f{x^y^ 
in Bezug auf x^ giebt es um x^ ein Intervall (a,, ß,), welches 
wir ganz innerhalb (a^, ß,) nehmen können, und wo wir für 
jedes x innerhalb desselben haben 

(6) I /*(^, y.) - /"(^i » y,) I < a/2 ; y.^y^^ y^ 

Durch Addition von (5) und (6) bekommen wir 

für jedes x innerhalb (a„ ß,) wo «^ <: ex, , ßj :> ß, ist. Dies 
sagt aus, dass, trotzdem innerhalb (a,,ßi) jeder Wert der 
Function f{x,y) für y = y^ sich von f{x^^y^ weniger als 
eine beliebig kleine vorgegebene positive Zahl o unterschei- 
det, wir zwischen y^ und y^ ein y^ so wählen können, dass 
für jedes x innerhalb eines bestimmten Intervalls (a,, ß,), 
welches ganz innerhalb (a^ , ß J liegt , die entsprechenden 
Functionswerte f{x, y^ sich von f(x^ , y^) um weniger als a 
unterscheiden, wo aber dagegen der Unterschied zwischen 
fi^i^yo) und f{x^,y^ absolut genommen grösser als A ist. 
Da f(x^y^ an jeder Stelle innerhalb (a,, ßj auch einen 
Sprung grösser als A macht, so können wir wieder inner- 
halb dieses Intervalls einen Punkt x =^ x^ finden, sodass 

(8) IA^„yp)-A^nyo)l>^ 

ist Aber hier gilt auch der Limes 

L f{x,, y) = f(x,,y,) 
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und also können wir in derselben Weise wie vorher ein y^ 
zwischen y^ und y^ so wählen, dass 

(9) l/'(a;„ys)~A^f»yo)l<«/2; Vo^Vz^Vt 

ist, und ferner um x^ ein Intervall («g» ßa) ganz innerhalb 
(ajjßj,) so nehmen, dass wir für jedes x innerhalb dessel- 
ben haben 

(10) \f{pc,y;)-f{x^,y^\<ol2 y^^y^^y^ 

Da diese Ungleichungen für dieselben constanten Werte von 
y gelten, so können wir durch Addition erhalten 

(11) |/(^iy8)-A^t»yo)l<^- 

Also alle Werte der Function f{x^ y^ innerhalb (aj, ß,) 
unterscheiden sich von f{x^^y^ um weniger als a, wo aber 
f{x^,yo) und f{x^^y^ einen Unterschied haben, welcher dem 
absoluten Betrage nach grösser als A ist. 

Fahren wir ebenso fort, so bekommen wir in dem all- 
gemeinen Falle ein Intervall (a^, ßj ganz innerhalb (a^_j, 
ßii-i)> sodass für jedes x innerhalb desselben 

(12) I A^, ^n) - A^n-n yo) I < ^ 

ist, wahrend zugleich: 
ist. Die beiden Reihen 



... 

n 



nähern sich bei einem wachsenden n einer bestimmten 
Grenze, weil sie sich beide monoton ändern. Wir wollen 
sie so nehmen, dass 

L a^ = i ß. = ip. 

» = 00 « = 00 

Der Punkt x = x liegt also innerhalb jedes der oben be- 
trachteten Intervalle. Dann haben wir wegen (3) 
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und wegen (7) 

l/'(^,yi)-/*(^i,yo)l<«» 

dagegen ist wegen (4) 

wo a eine beliebig kleine positive Zahl ist. Nehmen wir 
<c a < Aj^y so erhalten wir durch Addition 

l/'(«,y.)-/"(«,yJ|>^/2. 

In derselben Weise können wir zeigen, dass 
sein muss. Im Allgemeinen ist 

m y:)-f&y^t) i > ^/2 , «=1,2, 



• • • • 



Wir wollen jetzt die folgende Reihe von Functionswerten 
betrachten, nämlich 

Der Unterschied zwischen je zwei auf einander folgenden 
Functionswerten ist grösser als -4/2. Ferner haben wir die 
Zahlen y^ y,, j/s» * • * y« • • • s^ genommen, dass sie die Hftu- 
fungsstelle y^ haben. Aus dieser Betrachtung folgt dann, dass 

L !A^,yH)-A^,yH+i)| +0, 

weil dieser Unterschied immer grösser als ÄI2 ist. Des- 
halb ist das Kriterium^) für die Existenz des Limes 

L f{x^y) für a? = ä; nicht erfüllt. Dies giebt uns einen 

Widerspruch gegen unsere Voraussetzung, dass er für jedes 
X (a<x<h) existieren soll. Aus diesem Widerspruch folgt 
unser Satz. 

fi^jVo) k^"" ^^^^ "u^ punktweise discontinuirlich werden. 



«i 



1) Yergl. § 4. 
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§ 19. Mit Hülfe der in § 18 enthaltenen Sätze und 
mit denselben Bedingungen für f{x, y^ sind wir jetzt in der 
Lage, folgenden Satz zu beweisen : 

Wenn f{x,y) innerhalb des Gebiets a<ir<6, 
yo'<2^<y« überall stetig in jeder Veränderlichen 

allein ist, und wenn L f{x^ y) = f{x, y^ für jedes 

y—yo 
constante x = x^ (ö^^o = ^) ^st, dann bilden die 
Punkte, yfo f{x,y) g e g e n /*(ä;, «^J regulär conver- 
giert, wenigstens eitie überall dichte Menge. 

Beweis. Wir haben dann die Voraussetzung, dass 
f{x,y) in X allein und in y allein (a<zx^cb^ Vo^^V ^^V^ 
stetig ist, und dass der Limes 

L fix, y) = fix, y,) 
y=yo 

für jedes constante x = x^ (a ^ ^o = ^) existiert. Setzen 
wir ferner das Gegentheii von unserer Behauptung voraus, 
dann müssen wir innerhalb (a,b) wenigstens einen Theil 
desselben finden , wo in jedem Punkt eine irreguläre Stelle 
sich befindet. Es sei (a, ß) dieser Theil. Innerhalb (a, ß) 
können wir wenigstens einen Theil, etwa («j, ßj finden, wo 
an einer überall dichten Menge von Stellen die Function 
f{x, y) einen (a;^)-Sprung grösser als eine hinreichend kleine, 
aber von Null verschiedene Zahl a hat, denn sonst würde 
es einen Theil des Intervalls geben, wo an jeder Stelle der 
(a:y)-Sprung kleiner als jedes noch so kleine a ist, und also 
einen oder mehrere Punkte geben , wo fix, y) regulär con- 
vergiert. Daraus folgt nach § 9, dass innerhalb (ai,ß,) 
f{x,y) an jeder Stelle einen (;rt/)-Sprung , grösser als a hat. 
Wir wollen zunächst zeigen, dass innerhalb (ai,ßj) 
Punkte tiberall dicht liegen , wo f{x, y^) als eine Function 
in X betrachtet, einen Sprung grösser oder gleich einem 
bestimmten Wert (etwa a/4) macht. Um das zu thun, ver- 
fahren wir wie folgt. Nehmen wir auf der Linie y = y^ 
irgend ein bestimmtes Intervall (y, 8) , welches innerhalb 
(aj,ß,) liegt, und es sei {x^,y^ irgend ein Punkt innerhalb 
desselben. In diesem Punkte existiert der Doppellimes nicht, 
und die Function besitzt hier einen (ici/)-Sprung grösser als a. 
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Also lässt sich in jeder noch so kleinen Umgebung von 
Ki^Vo) ^^^ deshalb zwischen x = -^^ x = h ein Nachbar- 
punkt (x^^y^) finden, wo der Functionswert sich von f{x^^y^ 
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Fig. 5. 

mehr als einem bestimmten Wert (etwa a/3) unterscheidet, 
d. h. wir haben 

(1) If&t.yd-fi^t^yo) r>a/3. 

Vermöge der Stetigkeit von f{x, y) in Bezug auf x können 
wir auf der Linie y = t/, um o? = x^- ein Intervall (Ti,?j) 
nehmen, innerhalb dessen die Ungleichung 

(2) \fi^^yd'-f(^i^yd\<^ 

für jedes x erfüllt ist. Wir wollen ferner das Intervall 
(Ti > ^i) so wählen , dass y < y^ , 8 > 8^ ist , und der Punkt 
(^112/0) ausserhalb (Yj,äJ liegt. Durch Addition von (1) 
und (2) erhalten wir für hinlänglich kleines a 

(3) I f{x, y,) -fix, , j/o) I > W4 ; Ti < ^ < ^1- 

Nehmen wir wieder auf y = y^ einen Punkt {x^^y^^ welcher 
irgendwo innerhalb des Intervalls (Yi,8,) liegt. Nach unse- 
rer Voraussetzung hat f{x,y) an diesem Punkt auch einen 
(;r, 1/) - Sprung grösser als a. Also können wir, wie oben 

einen Nachbarpunkt (x^, y^) (y, < ^, < 8,, y^<y^< y,) fin- 
den, sodass 

(4) I fipoly y^ - Rx,, y,) I > aß 



r 
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ist. Da fipo.y^ stetig in x ist, haben wir um {x^^y^ ein 
Intervall , etwa (y, , 8,) , innerhalb dessen für jedes x die 
Ungleichung 



(5) l/'(^,y.)-AÄ?2,y«) 

existiert, und wir wollen das Intervall (y,,^^) so nehmen, 
dass es ganz innerhalb (Tu^J liegt, aber den Punkt {x^^y^ 
ausschliesst. Durch Addition von (4) und (5) erhalten wir 

(6) l/'(^,y.)-/*(^,,yo)l>«M 

für jedes x innerhalb (y, , S,) wenn wir in (5) o nur hinrei- 
chend klein nehmen. Fahren wir ebenso fort, so bekommen 
wir im Allgemeinen 

(7) l/*(^,J/.)-/*(^.,yo)l>«M, 

wo 3/o<2^.<2^.-ijL<a^<8.» s = 1,2,3,....-. 
Die beiden Reihen 

' T < Ti < Y« < Ts 

8 >- 8j > 8, > 6, • • • . 

nähern sich einer bestimmten Grenze und wir wollen sie so 
nehmen, dass 

0=00 <=00 

ist. x^ liegt dann innerhalb jedes des iti Betracht kommen- 
den Intervalls (L58J. Die Reihe von Functionswerten 



A^o»2^i)> fi^ojV^)^ /"Kj^s)» 



• •••.• • 



• • • • 



hat den Grenzwert fix^ , y^) , weil die Zahlen y, , y, , y^ 
die Haufungszahl y^ haben, und der Limes 

y#=yo 

ist. Gleichzeitig aber nähert sich x^yX^^x^--- der Stelle 
X = x^ und also ergiebt sich aus (7) für x = x^ 

(8) \f{x,,y,)^L fix„y,)\>a/4. 
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d.h. der Limes L f{x,y^ existiert nicht und die Function 

fix^y^) macht an der Stelle a? = rc^ einen Sprung grösser 
als a/4. Da (y, 8) irgend ein Theil des Intervalls (a^ , ß J 
war, folgt es aus dieser Betrachtung , dass in jedem noch 
so kleinen Theil von (a^ , ßj) und also an einer überall dich- 
ten Menge von Punkten f(Xy y^ einen Sprung grösser als 
a/4 macht. 

Wenn aber die Punkte sich verdichten, wo eine Func- 
tion einen Sprung grösser oder gleich einer bestimmten Zahl 
h macht, dann macht die Function an der Verdichtungs- 
stelle selbst einen Sprung grösser oder gleich h^). Daraus 
folgt, dass unsere Grenzfunction f{x, y^ innerhalb (a, , ß^) an 
jeder Stelle einen Sprung grösser als a/4 macht. Dies steht 
aber in Widerspruch mit dem in § 18 bewiesenen Satze, 
welcher behauptete, dass unsere Grenzfunction nicht an jeder 
Stelle unstetig werden kann. Aus diesem Widerspruch folgt 
unsere Behauptung. 

Dies giebt uns ein allgemeineres Resultat als das in 
§ 18, weil dort nur bewiesen war, dass f(x,y) auf der Linie 
y = y^ an einer überall dichten Menge von Stellen stetig 
in X allein ist. Dagegen haben wir hier das Resultat, dass 
f(x, y) auf der Linie y = 2/o ^" ^^^^^ überall dichten Menge 
von Stellen stetig in Bezug auf x und y zusammen ist. 

§ 20. Wir haben in § 17 Beispiele einer Function be- 
trachtet , wo f{x^ y) innerhalb des Gebiets a < a; < 6, j/^ < 
y^^Vn stetig in Bezug auf jede Veränderliche allein ist, 

und wo L f(x, y) = f{x, y^) für jedes a? = a:^, , a^x^^b 
y=yo 

ist, aber wo trotzdem die Grenzfunction f(x,y^) an einer 
überall dichten Menge von Stellen unstetig war. Wenn aber 
die Function f{x,y) an einer Stelle {x^^y^ unstetig in Be- 
zug auf eine der Veränderlichen ist, so hat sie, wie wir 
früher gesehen haben ^) , an diesem Punkt eine irreguläre 
Stelle. Also zeigt dieses Beispiel uns die Gültigkeit des 
folgenden Satzes, nämlich: 



1) Vergl. Schönflies, Göttinger Nachrichten 1899, S. 188. 

2) § 3. ) . 
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Wenn fipo^y) innerhalb des Gebiets a<ir<::6, 
y^<y<y, überall stetig in Bezug auf y und auf 
X ist, und wenn L f{x, y) = f(x, yj f ü r j e d e n c o n- 

stauten Wert von a? ist, {d'^x^h)^ dann kann 
/(^j^o) ^^ einerüberall dichten Menge vonPunk- 
ten irreguläre Stellen besitzen. 



Drittes Kapitel. 

Anwendung auf unendliche Reihen. 

§ 21. Es sei gegeben eine unendliche Reihe 

00 

S «*«(^) = «^i(^) +^>(^) + — + «*«(^) + — » 

WO jedes Glied u^{x) eine Function von x ist. Wir wollen 

setzen. Unsere unendliche Beihe stellt dann innerhalb eines 
gegebenen Intervalls (a, 6) eine Function F{x) dar, wenn 
innerhalb des Intervalls für jeden constanten Wert von x 
der Limes L S^{x) existiert. Wir wollen in den folgenden 

Betrachtungen annehmen, dass dies immer der Fall ist, und 
ferner, wenn das Gegentheil nicht besonders ausgedrückt ist, 
nehmen wir an, dass u^{x) und deshalb S^{x) eine stetige 
Function von x ist. 

Wir haben dann hier auch mit einer Function von zwei 
Veränderlichen (w, x) zu thun , wo n nur für die ganzen po- 
sitiven Zahlen definiert ist , aber wo x für jeden Wert defi- 
niert ist, für welchen u^{x) auch definiert ist. Um eine Be- 
ziehung zwischen der unendlichen Reihe und der vorher be- 
trachteten Function f{x,y) zu finden, denken wir uns f(x,y) 
statt für jeden Wert von y nur für y = y^yy^^Vs' • - y^- * • 
definiert , wo y^^y^^Vz' ' ' Vn' ' ' ^^^^ Gruppe von Zahlen 
bilden, welche die Häufungszahl Null besitzen. Wenn wir nun 

f{x,y) = S{n,x) = S^x) 
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setzen, wo ^ = l/n ist, dann ist 

F{x) = L SM= L fix, y) 
«=00 y=o 

für jedes x innerhalb (a, 6). Wenn wie im letzten Kapitel 
f{x^ y) stetig in y ist, dann bekommen wir denselben Grenz- 
wert von L f(x^^y) (ck^^o = constantes x^zh) für jede 

beliebige Menge von Werten von y, welche Null als eine 
Haufungsstelle haben, und also, wenn wir /*(a?o,y) der Grenze 
durch die Werte y = y^y y,, ^s» ' ' * y« • • ' sich nähern lassen. 
Deshalb lassen sich alle diejenigen Sätze, welche wir in dem 
letzten Kapitel über die Grenzfunction f{x^y^ bewiesen 
haben, hier für die unendliche Reihe ohne weiteren Beweis 
übertragen. Es ist aber zu bemerken, dass dieser Prozess 
nicht umkehrbar ist, weil es möglich ist, dass der Limes 
^ fi^o^y) existiert und gleich f{XyO) wird, wenn sich 

fi^oyP) durch die Werte ^i, «/g, y,- • • • dem Grenzwert 
fi^o^Vo) nfthert, aber nicht, wenn wir alle Werte von y in 
Betracht ziehen. Also folgt nicht, dass ein Satz über unend- 
liche Reihen immer für den allgemeinen Fall gilt, wo fix^y) 
für jeden Wert von y definiert ist. 

Eben wie im letzten Kapitel die Annäherungscurven 
dadurch gegeben waren, indem wir in ^^ = f{x^y) y durch 
eine Constante ersetzten, so sind hier diese Curven gegeben, 
wenn wir in ^r = S^{x) n gleich einer Constanten setzen. 
Wir wollen alle diese Curven auf die (^r, a?)-Ebene projectiert 
denken , weil dies bequemer ist , und sie gewöhnlich so be- 
trachtet werden. 

§ 22. Von dem Begriff der gleichmässigen Convergenz 
einer Function f\x,y) gegen die Grenzfunction /'(ä;,«/^) haben 
wir sofort den folgenden Satz über die gleichmässige Con- 
vergenz einer unendlichen Reihe: 

I. Die nothwendige und hinreichende Be- 
dingung dafür, dass eine unendliche Reihe inner- 
halb eines gegebenen Intervalls gleichmassig 
convergiert, ist, dass sie an jeder Stelle des 
Intervalls, die Endpunkte eingeschlossen, regu- 
lär convergiert. 
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Beispiel 1. Es sei die anendliche Reihe 

+ /_if i^U 



• • • • 



gegeben, wo —\^x< + l ist. Hier ist 



v?x 



8^2 • 



Die Reihe convergiert innerhalb des gegebenen Intervalls 
nicht gleichmässig, weil an der Stelle rc = der Limes 

nicht existiert. Denn setzen wir w = — , so 



11 = 00 * "T^ ^ 
»=0 

erhalten wir 



^4t 



= 1. 



Wenn wir dagegen n = — setzen, erhalten wir 



«=0 ä:+8 



= 4 



und also folgt aus § 2, I, dass der Doppellimes nicht exi- 
stiert. Die Annäherungscurven haben die folgende Gestalt. 




^t 



Fig. 6. 
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Beispiel 2. Gegeben die unendliche Reihe, dessen 
n^ Glied ist 

Wir haben /'(a?) = J log (;r*+l). Die Reihe convergiert 
gleichiDässig in irgend einem endlichen Intervalle, denn wir 
haben 



»=G0 

xz=a x=:a 



= i-log(aHl) = f(a) 

für jeden endlichen Wert von a. 

Damit der Doppellimes L S„(x) existiert, müssen wir 



x=:a 



denselben Grenzwert für alle w haben oder was wir viel- 
leicht deutlicher durch zwei Indices ausdrücken können, in- 
dem wir sagen, dass der Limes L S^+j,{x) denselben Grenz- 

- n = 00' 
x=a 

wert haben muss, wenn wir p der Reihe nach die Werte 
1, 2, 3 • • • geben. Es ist aber möglich, dass für jedes x 
des gegebenen Intervalls der Limes L S^(x) existiert und 

dass der Limes L S„+j,(x) auch für besondere Werte von 

»=Q0 

x = a 

p existiert und gleich f{x) ist, aber nicht für alle Werte 
von p. Dies giebt uns, was Dini „einfach gleichmässige 
Convergenz der iinendlichen Reihe" genannt hat^). Das 
folgende Beispiel ist ein solches, 

Beispiel 3. Es sei in dem Intervalle — l<a;< + l 
eine Reihe gegeben, die nach dem folgenden Gesetz gebildet 
ist, nämlich 

_x —x 



mx' + (l-mxy '- (m+l)x' + [l-(m+l)xY' 



1) Dini-Lüroth, „Grundlage für eine Theorie der Functionen einer 
veränderlichen reellen. Grösse", S, 137, 
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wo m = 1 , 2, 3 • • • • ist, d. i. wir haben die Reihe 

AK X XX 



a^+l-a; 2x* + {\-xf ' 2x*H-(l-a;)' 

3a;»+(l-2a;)'"^ " 

Diese Keihe convergiert für jedes a; des Intervalls nnd wir 
haben 



^^'^^ ~ o^-\-{\-xr 



Wenn n ungerade genommen wird, etwa n = 2m — 1, dann 
haben wir 

« = 00 n=QO 

fia); -l<a^ + l. 

Aber wenn wir n gerade nehmen, etwa n =: 2m — 2, dann 
convergiert S',(a;) an der Stelle a; = nicht regulär, denn 
wir haben 

.£o^-^^^ =.f, L'+a-^)' - m^'+a-»,^)- kQ=^(Q) 

n = oo n=oo ' 

weil, wenn wir zum Beispiel a; = — setzen , wir erhalten 

. m 

L S,(x) = L S.(a;) = - i ig- = -1. 



» = Q0 m=OD 



Also der Doppellimes existiert nicht, wenn wir alle n's in 
Betracht ziehen, und deshalb convergiert die Rede innerhalb 
des gegebenen Intervalls nicht gleichmässig. Die Function 
f{x) ist aber an jeder Stelle des Intervalls stetig. 

Ein anderes Beispiel einer solchen Function befindet 
sich in Dini-Lüroth, S. 128, Fussnote. Eine solche Reihe 
hat immer die Eigenschaft, dass sie immer gegen eine ste- 
tige Function convergiert^). 

1) Vergl. Dini-Lüroth, § 97, . . 
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Aus § 14 bekommen wir sofort das folgende Kriterium 
für die gleichniässige Gonvergenz einer unendlichen Reihe, 
nämlich : 

IL Wenn innerhalb eines gegebenen Inter- 
valls der Limes L S^(x) für eine überall dichte 



n 



Menge von Werten von x existiert, und wenn für 
alle X des Intervalls und für alle endlichen 
Werte von n wir 

haben, wo Sl{x) die Ableitung von S^(x) ist, und 
6r eine endliche Zahl bedeutet, dann conver- 
giert die Reihe innerhalb des gegebenen Inter- 
valls gleichmässig^). 

Beispiel 4. Es sei gegeben SJx) = — ^-^ — -; 

0<a;< 1. 

Dann convergiert die Reihe für eine überall dichte Menge 
von Werten von x innerhalb des gegebenen Intervalls, weil 
sie für jedes x convergiert. Für ein endliches w haben wir 

^-^^ ~ {n'x*+\y' 
Also für rc = ist Sl{0) = n und L Sl{0) = L w = oo, 

»• = 00 « = 00 

d.h. es giebt keine endliche Zahl G, welche unsern Satz 
erfüllt, und also convergiert die Reihe in dem gegebenen 
Intervalle nicht gleichmässig. Die Annäherungscurven haben 
hier ganz dieselbe Gestalt wie in Figur 2 gezeichnet war. 

Der folgende Satz giebt uns auch ein sehr brauchbares 
Kriterium für die gleichmässige Gonvergenz einer unendlichen 
Reihe, und lässt sich auf den Doppellimes zurückführen. 
Er lautet folgendermassen : 

1) Vergl. Bendixon, Öfversigt of kongl. Vetenskaps - Akademius 
Forhandlingar Bd. 54, S. 605—622. ArzeU: Vortrag „Sulla Sarie 
di Funzioni, R. Accademia delle Scienze dell' Instituts di Bologna, März 
1899, S. 58. Osgood: Monatshefte für Mathematik und Physik, 
Bd. IX, S. 340, Fussnote. 
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III. Wenn die Summe von den Maxima der 
einzelnen Glieder einer Reihe innerhalb eines 
gegebenen Intervalls absolut convergiert, so 
convergiert die Reihe gleichmässig. 

Beweis. Setzen wir M^ gleich dem Maximalwert des 
Gliedes Uj,(x) der unendlichen Reihe, dann convergiert nach 
der Voraussetzung die Reihe 



00 



*=1 



k 



n 

d. h. der Limes L S I ^* i existiert. Wir haben aber 

n=oo *=! 

I Max. Wert von S. (a:) [ < 2 I ^* I 

und also muss der Limes 

L I Max. Wert von S^(x) \ 

« = 00 

auch für alle x innerhalb des gegebenen Intervalls existie- 
ren. Das heisst dass , wenn wir mit x =^ x, irgend einen 
Wert von x innerhalb dieses Intervalls (die Endpunkte ein- 
begriffen) bezeichnen, es um (^o)^ ein Gebiet giebt, inner- 
halb dessen für alle Werte von x und alle hinreichend grosse 
w, S^{x) der Ungleichung 

genügt, wo a eine beliebig kleine positive Zahl ist. Mit 
anderen Worten, an der Stelle x = x^ existiert der Doppel- 
limes L S^(x), Es bleibt noch übrig zu zeigen, dass die- 

«=00 

ser Limes gleich f(x) ist, welches wir in der folgenden Weise 
beweisen wollen. Da die Reihe von den Maximalwerten der 
einzelnen Glieder an jeder Stelle absolut convergiert, so 
convergiert auch die gegebene Reihe an jeder Stelle. Also 
können wir nach § 2, V schreiben 

L S^(x) = L L [u^{x)-\-u^(x)-] Uj,{x)'" + u^(x)\. 

a=a?o n = oo «=«o 

»=00 

Aber nach unserer Voraussetzung ist Ut,(x) und also 

|Wi(aj)+w,(a:) + +w,(^)} 
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stetig in x. Also haben wir 

+«,(a'o) + ---+<«.(«o)| 
und da die Beihe für jedes constante x convergiert, so 
haben wir 

Deshalb haben wir 

L S^{x) = fix,), 



N = QO 



d. h. die Reihe convergiert regulär an jeder Stelle innerhalb 
des gegebenen Intervalls (die Endpunkte einbegriffen) und 
also convergiert sie nach I innerhalb des ganzen Intervalls 
gleichmässig. Damit ist unser Beweis erledigt. 
Beispiel 5. Es sei die Beihe 

., . , . I sin iT sin 3x . sin 5x 

fix) = 4/7r l—^ __ + __ 

für endliches x gegeben. Die Reihe der Maximalwerte der 
einzelnen Glieder giebt uns, absolut genommen: 

2 \M,\ = 4/7r{l/l' + l/3» + l/5« + }. 

Diese Reihe convergiert, weil 

4/7r|l/P + l/3' + l/5"+-..-} <21K 

ist, und die Reihe 2 V**' convergiert. Also nach dem oben 
beweisenden Satz convergiert die gegebene Reihe innerhalb 
jedes endlichen Intervalls gleichmässig. In diesem Falle 
haben die Annäherungscurven die folgende Gestalt: 




Fig. 7. 
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Aus § 15 des letzten Kapitels haben wir unmittelbar 
den folgenden Satz: 

IV. Wenn die Glieder einer unendlichen 
Reihe stetige Functionen von x sind und die 
Reihe gegen f{x) gleichmassig convergiert, dann 
ist f{x) eine stetige Function. 

§ 23. Der Satz IV § 22 giebt uns eine hinreichende, 
aber nicht eine nothwendige Bedingung für die Stetigkeit 
von f{x). 

Beispielsweise haben wir in den Beispielen 2, 3 und 4 
der vorhergehenden Section Reihen betrachtet, welche nicht 
gleichmässig convergieren , aber wo f{x) eine stetige Func- 
tion ist. Aus § 16 erhalten wir die nothwendige und hin- 
reichende Bedingung dafür, dass f{x) eine stetige Function 
ist. Diese Bedingung für den Fall einer unendlichen Reihe 
ausgedrückt, lautet folgendermassen : 

Wenn S^{x) = m^ (a;) + w, (a?) H \-Uj^{x)-\ hK{x) 

ist, wo u^(x) eine stetige Function von x ist, und 
der Limes L S^{x) für jedes constante x {a<x 

<6) existiert und gleich f{x) ist, dann ist die 
hinreichende und nothwendige Bedingung dafür, 
dass f{x) an jeder Stelle des gegebenen Inter- 
valls (a,&) eine stetige Function ist die, dass 
für jede ganze Zahl n = m^ sich ein m^:>^m^ fin- 
den und zwischen m^ und m, wenigstens ein ni 
so wählen lässt, dass wir für jedes x innerhalb 
eines bestimmten Intervalls grösser als Null, 
welches aber innerhalb (a,ft) liegt und mit m 
sich ändern kann, haben 

wo a eine beliebig kleine Zahl ist^). 

Diese Stetigkeitsbedingung unterscheidet sich auf der 
einen Seite von unserer Bedingung für gleichmässige Con- 

1) Vergl. Arzela: Vortrag über Serie Funzioni, R. Accademia 
delle Scienze deir Institute di Bologna, März 1899, § 3. Vergl. auch 
Pringsheim : Encyklopädie der math. Wissenschaften Bd. II, Heft. I, S. 36. 
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vergenz und auf der andern Seite von der Dini^schen Bedin- 
gung für seine sogenannte einfach gleichmässige Convergenz. 
Unsere Bedingung für gleichmässige Convergenz verlangt, 
dass an jeder Stelle x = x^ («^^o = ^) der Doppellimes 
L S^(x) existiert und gleich f\x^ wird. Dann muss für 

» = 00 

jedes n grösser als ein bestimmtes n = n^ ein Intervall 
i^o — Ki ^0 + ^1) ^na x^ definiert werden, wo für jedes ic inner- 
halb desselben wir 

\SAx)--flx)\<o 
haben« 

Das Intervall (^o~"^«> ^o+^I) kann sich mit n ändern, 
aber muss immer existieren und grösser als Null werden. 
Da der Doppellimes an jeder Stelle existiert, so existiert 
auch der Limes L S^{x) für jedes x innerhalb des gege- . 

W = CO 

benen Intervalls (a, h). So weit ist diese Bedingung ganz 
dasselbe wie die obige Bedingung für die Stetigkeit von 
f(x). Sie unterscheidet sich aber davon , indem bei gleich- 
massiger Convergenz das für jedes n definierte Intervall 
(Xq — \, x^ + h'J eine untere Grenze grösser als Null haben 
muss, wenn n über alle Grenzen wächst Dagegen braucht 
bei der Stetigkeitsbedingung, wie wir schon gesehen haben % 
dieses Intervall keine untere Grenze grösser als Null zu 
haben. Sie unterscheidet sich noch ferner, indem es bei 
der Stetigkeitsbedingung genügend ist, wenn das Intervall 
(^0 — 8„ , a?o + 8^) für irgend eine Menge von Werten von n 
gegeben ist, welche sich an der Stelle n = oc verdichten, 
weil es dann für jedes hinlänglich grosse n vollständig defi- 
niert ist. In diesem Falle aber braucht das Intervall bei 
wachsendem n keine untere Grenze grösser als Null zu 
haben, und also braucht der Doppellimes nicht zu existieren, 
d. h. die unendliche Reihe braucht nicht an jeder Stelle des 
gegebenen Intervalls regulär zu convergieren und deshalb 
innerhalb des ganzen Intervalls auch nicht gleichmässig zu 
convergieren. 

Andererseits unterscheidet sich diese Bedingung für die 

. 1) § 16. 
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Stetigkeit von f{x) von Dini's Bedingung für einfach gleich- 
massige Convergenz, indem bei einfach gleichmässiger Con- 
vergenz das Intervall {x^ — h^^ ^o + ^O ^i^^ untere Grenze 
grösser als Null haben muss, wenn wir eine bestimmte Menge 
von Werten von n in Betracht ziehen , welche sich an der 
Stelle n -= oo verdichten. Es können aber andere Systeme 
von Werten von. n vorhanden s^in, welche sich auch an der 
Stelle n = oo verdichten, aber von der Beschaffenheit, dass, 
wenn w durch diesen Wert wächst, das Intervall keine untere 
Grenze grösser als Null besitzt. Wenn wir dann alle n in 
Betracht ziehen, so muss das Intervall {x^ — h^^ ^o + ^I) ^^^ 
jedes n existieren, aber es braucht keine bestimmte untere 
Grenze zu haben, wenn n über alle Grenzen wächst, d.h., 
die Reihe muss gegen eine stetige Function convergieren, 
aber braucht nicht nothwendig gleichmässig gegen diese 
Grenzfunction zu convergieren. 

Aus dieser Betrachtung folgt, dass, wenn die Stetig- 
keitsbedingung erfüllt ist, die ßeihe nicht einfach gleich- 
mässig und auch nicht gleichmässig zu convergieren braucht, 
und wenn die Bedingung für einfach gleichmässige Conver- 
genz erfüllt ist, dann ist auch die Stetigkeitsbedingung er- 
füllt, aber nicht nothwendig die Bedingung für gleichmässige 
Convergenz. Wenn aber die Bedingung für gleichmässige 
Convergenz erfüllt ist, dann sind auch die Bedingungen sowohl 
für die Stetigkeit der Grenzfunction als für die einfach gleich- 
massige Convergenz gegen diese Function alle beide erfüllt. 
Das folgende Beispiel wird diese Unterschiede erklären. 

Beispiel. Wir wollen dieselbe Reihe wie in § 22, 
Beispiel 3, wieder betrachten, nämlich es sei 

■•" 2a;'+(l-a;)' ~ 3a;' + (1 - 2«)' "^ " " ' i-l=-*=+l^ 
Wir haben dann, wie vorher 

"*— — mx^ + il-mx)*' "'- ~ "(m+l)a;' + |l-(m + l)a;}*' 
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Wo m =±: 1, 2, 3- • • ist. Wenn wir nur die ungeraden Wertö 
von n in Betracht ziehen, dann ist, wie wir gesehen haben, 

n=oo 

für jedes a; = x^ innerhalb des Intervalls (—1, +1). D.h. 
ein Intervall (x^ — Ky ^o + K) ist für jedes ungerade n defi- 
niert und ferner hat der Limes L (ä;« — 8„, ä^o + S») ^^n 

Wert zwei. Dann nach dem obigen Satz ist die Function 
f(x) stetig an jeder Stelle, weil das Intervall {Xq — ^^, ^o+^«) 
für eine an der Stelle n = oo dichte Menge von Werten 
von n existiert und also die Stetigkeitsbedingung erfüllt ist. 
Wenn wir dagegen nur die geraden Werte von n in Be- 
tracht ziehen, hat das Intervall um o; = für wachsende n 
keine untere Grenze grösser als Null. In diesem Falle exi- 
stiert, wie wir gesehen haben, der Doppellimes L S^{x) 

«=00 
» = 

nicht, und wir bekommen den grössten absoluten Wert von 
{ L S^(x)-'f{0)\ wenn wir o; und n sich gleichzeitig entlang 

*«=co ' 

der Curve a; = — der Stelle te = 0, w = oo) nähern 

lassen, nämlich den Wert Eins. Also wenn wir n gross 
genug nehmen, ist das Intervall 



(^0-8., ä;, + 8:)<^ 



und deshalb ist 



L (^0-8,, ^, + 80^ ^1 = 0- 

Wenn wir nun alle Werte von n in Betracht ziehen und 
es durch diese Werte über alle Grenzen wachsen lassen, 
so schwankt schliesslich das Intervall um ;r = zwischen 
dem Werte 2 und Werten, die sich der Grenze Null nähern, 
und also hat das Intervall keine bestimmte untere Grenze. 
Deshalb convergiert die Reihe innerhalb des gegebenen 
Intervalls (—1,+!) nicht gleichmässig , aber doch einfach 

5* 
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gleichmässig und convergiert auch gegen eine stetige Function 



fix) = 



§ 24. Wir haben unmittelbar aus § 19 folgenden Satz 
in Bezug auf eine unendliche Reihe, nämlich: 

Wenn S^{x) = u^(x) + ' • • • +«j(^) + - • — h w«(^) ist, 
wo u^(x) eine stetige Function von x ist und wo 
der Limes L S^(x) existiert und gleich f(x) für 

n = oo 

jedes x innerhalb eines gewissen Intervalls ist, 
dann convergiert die unendliche Reihe regulär 
an wenigstens einer überall dichten Menge von 
Stellen innerhalb dieses Intervalls. 

§ 25. Wenn wir dieselben Vorraussetzungen wie in 
§ 24 machen, so ist es auch möglich, dass die Grenzfunction 
f{x) eine tiberall dichte Menge von irregulären Stellen be- 
sitzt, d. h. Stellen, wo der Doppellimes L S^{x) entweder 

n = oo 

nicht existiert, oder, wenn er existiert, nicht gleich fix^) ist. 
Um ein Beispiel einer solchen Reihe zu bilden, brauchen 

wir nur in dem Beispiel § 8 «/ durch — zu ersetzen. Dann 

haben wir zuerst die Function 

^ ^ tt'x^+l ' — — 

zu betrachten. Diese Function hat eine irreguläre Stelle 
an dem Punkte (a? = 0, n = oo), weil der Doppellimes 

nx 



nicht existiert. Z. B. setzen wir n = — , so erhalten wir 

X 

1 

X 

X 

'='±.0^+1 
X 



G9 

2 
und dagegen, wenn wir n = — setzen, bekommen wir 

2 
X — 

X 



«=»A^. + i 



3 



was nicht der Fall sein kann, wenn der Doppellimes wirk- 
lich existiert. Setzen wir nun nach dem Hankel'schen Ver- 
dichtungsgesetz ') X = &\n^klT.x, so haben wir 

, nsin^i! tzx 

* w'^sin*Ä;! t:x+ r' 

wo man in derselben Weise, wie in § 8 zeigen kann, dass 
der Doppellimes L 4>j an den Stellen a^^ = 0, l/J, 2/ä; 

« = 00 



• t • 



Zr/Ä nicht existiert. Dann besitzt die Function 
nr ^ __ j Q / N _ Ä 1 nsin'^iTTj? 

die verlangte Eigenschaft, denn der Limes L S^(x) existiert 

und ist gleich f{x) für jedes x innerhalb des Intervalls ^ 
(— 1 < ä; <: + 1) und der Limes L S^(x) existiert nicht, wenn 

« = oo 

x^ eine rationale Zahl ist, weil, wenn dies der Fall ist, d.h. 
wenn x^ von der Gestalt p/q ist, wo p und q ganze und zu 
einander prime Zahlen sind, wir nur k so gross zu wählen 
brauchen., dass kl durch q theilbar ist, damit L ^^ und 

, «=00 
X=Xo 

deshalb L S^{x) nicht existiert. Damit ist unsere Behaup- 

»=00 

x = xo 

tung bewiesen. 

Es ist zu bemerken , dass die oben gegebene Function 



fix) = L S^{x) 

«=00 

nach den Eigenschaften des Hankerschen Verdichtungsge- 

1) Vergl. Dini-Lüroth, Grundlagen etc. S. 157. 



/ 
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setzes eine stetige Function ist^). Die Annäherungscurven 
haben in der Umgebung von jedem rationalen Punkte eine 
Spitze ^^). 

§ 26. In § 23 haben wir die nothwendige und hinrei- 
chende Bedingung dafür gegeben, dass f{x) [= L S^{x)] 

n=QO 

eine stetige Function ist. Diese Bedingung ist aber nicht 
immer erfüllt, obgleich S^{x) eiüe stetige Function ist. Wir 
wollen diese Thatsache in dem folgenden Satz zusammenfassen, 
nämlich : 

Vf enx\S^(x) = u^{x) + u^{x) + ' • • • +u^{x)-\ — • • +w^(aj) 

ist, wo Wj(a?) eine stetige Function ist, und wenn 

L 8^{x) = fix) für jeden Wert von x innerhalb 

eines gegebenen Intervalls ist, dann kann f{x) 
unstetig werde n. 

Diese Behauptung ist eine Folgerung von dem in § 17 
gegebenen Satz, aber wir wollen sie unabhängig zeigen, in- 
dem wir ein paar Beispiele betrachten , wo in dem ersten 
f{x) an unendlich vielen Stellen und in dem zweiten an einer 
überall dichten Menge von Stellen unstetig ist. 

Beispiel 1. Es sei gegeben 

fif„(^;) = (sin7r^)''* + ' 

Dann ist S^{x) eine stetige Function von x für irgend einen 

endlichen Wert von w. Für x = 0, 1 , 2, 3 • • • • haben wir 

L S^{x) = 0. Wenn dagegen x zwischen einer geraden 

und einer ungeraden Zahl liegt, d. h., wenn 2m < a; < 2m + 1 
ist, (wo m = 0, 1, 2, • • • • ist), dann haben wir L S^(x) = 

+ 1 , weil sin -x dann immer positiv und grösser als Null 
ist. Wenn aber x zwischen einer ungeraden und einer ge- 
raden Zahl liegt, d. h. wenn 2m+ 1 <ii;< 2m ist (m = 0, 
1,2---) dann haben wir L S„{x) = —\ , weil ^\m:x in 

diesem Falle negativ ist. Also ist f(x) in den Punkten 
X = 0, 1 , 2, 3 • • • • unstetig. 

1) Dini-Lüroth, Grundlagen etc. § 114, 2. 

2) Siehe Osgood, American Journal of Mathematice, Vol. XIX, S. 157. 
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Beispiel 2. Es sei gegeben 

jt=i /^i 

Diese Reihe giebt uns für ein endliches n eine stetige Func- 
tion und sie convergiert auch für jeden constanten Wert 
von X innerhalb des gegebenen Intervalls, weil für jeden 
solchen Wert ist 

2 -^(cosfe!7r:r)'"<S ^ 

für alle w und die Reihe 2 ttt convergiert. Da die gege- 

bene Reihe, als eine Function in Iz und n betrachtet, gleich- 
massig convergiert, haben wir 

(1) L S^{x) = L (costo)'"+ L -^ (cos 2 ! 7r;r)*" 

+ L -^ (cos 3 ! TTic)*- + + L -^(co8k\T.xy''+ 

Wenn nun x irgend eine rationale Zahl ist, d.h., >venn x 
von der Gestalt 2^lq ist, wo 2^ und q ganze und zu einander prime 
Zahlen sind, und wenn wir von den niedrigsten nach den 
höchsten Gliedern hingehen, finden wir schliesslich ein Glied, 
wo k\ durch q theilbar ist. Für alle vorhergehenden Glie- 
der ist (cosÄ! 'iT^)*<: 1 und also 

L -^(cosÄlTia?)** = 0. 

Aber von diesem Glied an haben wir 

(cos Ä; ! tt:»)** = r" = 1 
und also ist für einen solchen Wert von x 

n = oo 

Wenn dagegen x einen irrationalen Wert besitzt, dann ist 
immer für jedes noch so grosse Je, (cos/c! 7i:k:)'<: 1 und also 
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^ (cos/cIttä:)*'* 
Ä^t ^ 

Deshalb stellt unsere Reihe eine Function dar, welche an 
jeder rationalen Stelle p;rösser als Null und an allen anderen 
Stellen gleich Null ist. Sie ist dann an jeder rationalen 
und also an einer überall dichten Menge von Stellen unstetig. 

§ 27. Nun fragt es sich, ob unter denselben Voraus- 
setzungen wie vorher, nämlich dass S^X^) f^i^ jeden endlichen 
Wert von n eine stetige Function von x ist, und dass 
L S^(x) = f{x) für jedes in Betracht kommende x wird, 

vielleicht f(x) an jeder Stelle unstetig werden kann. Die 
Antwort dieser Frage ergiebt sich ohne ferneren Beweis aus 
dem allgemeineren Falle, welchen wir schon in § 18 aus- 
führlich behandelt haben. Sie lautet folgendermassen : 

Wenn S^x) = uXx) + u^{x)+ .••• +ti^{x)-i hw„(a?) 

ist, wo u^{x) eine stetige Function von x ist, und 
wenn der Limes L S^^x) für jedes x eines gege- 



n = x 



benen Intervalls existiert und gleich f(x) ist, 
dann kann fXx) nie an jeder Stelle des Inter- 
valls unstetig werden. 

Also unter diesen Voraussetzungen kann f{x) nur höch- 
stens punktweise unstetig werden. 

§ 28. Wir haben schon in § 24 gezeigt, dass so lange 
als S^{x) für jedes endliche n eine stetige Function ist, und 
ferner der Limes L S„{x) für jeden constanten Wert von 



»= CD 



X innerhalb eines gegebenen Intervalls existiert und gleich 
f{x) ist, S^{x) innerhalb dieses Intervalls regulär an wenig- 
stens einer überall dichten Menge von Stellen convergiert. 
Also unter diesen Voraussetzungen ist es unmöglich, dass S^(x) 
nur an einer einzelnen Stelle regulär und an allen anderen 
Stellen nur einfach convergiert. Wir wollen jetzt sehen wie 
es ist, wenn wir die eine oder die andere von unsern Vor- 
aussetzungen fallen lassen. Zuerst wollen wir annehmen, 
dass S^(x) stetig ist, aber nur für einen einzelnen Wert von 
X convergiert und für alle andern Werte von x divergiert. 
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In diesem Falle können wir die folgende Behauptung auf- 
stellen : 

Wenn S^(x) = uXo(i) + u^ix)-\ h«*t(ic)H \'K(^) 

ist, wo u^{x) eine stetige Function von a; ist, so 
ist es möglich, dass S^{x) nur für einenWert von 
;r c onver giert und an dieser Stelle auch regu- 
lär gegen f{x) convergiert. 

Das folgende Beispiel giebt eine solche Function. 

Beispiel. Es sei >S'„(x) = w^ (a;) H • + u^ {x\ welche 

nach dem folgenden Gesetz gebildet ist: 

Diese Reihe convergiert nicht für a; 4" 0, weil die nothwen- 
dige Bedingung L m„ = o nicht erfüllt ist. Für x = 



« = 00 



aber ist jedes Glied gleich Null und also convergiert S^{x). 
Wir haben ferner S^{x) gleich Null, wenn n gerade ist und 

gleich rr', wenn n ungerade ist. Daraus folgt, dass 

L für w gerade 

w = oo 

»'=SP IL a?' für n ungerade 

«=00 '* 

xz=0 

Also convergiert S^ (x) nur für den Wert x = j und an 
dieser Stelle auch regulär. 

In dem obigen Beispiel existiert der Limes L S^(x) 

für a? ={= nicht , weil , wenn n über alle Grenzen wächst, 
S^ {x) zwischen zwei verschiedenen Grenzen schwankt. Diese 
Grenzen wären aber beide endlich. Wenn ausserhalb des 
einzelnen Wertes von a?, für welchen S^ix) convergiert, der 
Grenzwert bei dem Limesübergang von Sn{x) für n = oo 
zwischen Werten schwankt, von denen entweder der eine, 
oder beide unendlich sind, oder, wenn S^ix) bei wachsendem 
n über alle Grenzen wächst, dann ist es unmöglich, dass 
8^(x) nur an einer Stelle convergiert und dort auch regulär 
convergiert. Denn es sei x = x^ der einzelne Wert, für 
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welchen 8i,{x) convergiert. Dann befinden sich unter, diesen 
Umständen innerhalb jeder noch so kleinen Umgebung von 
(x =z x^, n = oo) immer Werte von x und w, welche der 
Ungleichung 

genügen, wenn o beliebig klein genommen wird. Also nach 
der Definition des Doppellimes kann er an dieser Stelle 
nicht existieren. 

§ 29. Wir wollen nun sehen, wie es mit der regulären 
Convergenz einer Reihe an einer einzelnen Stelle ist, wenn 
wir die erste Bedingung in § 27 auslassen, d. h. wenn wir 
voraussetzen , dass der Limes L Sn{x) existiert und gleich 

« = 00 

f{x) ist für jedes x innerhalb eines gegebenen Intervalls, 
aber dass S^ (x) nicht eine stetige Function von x ist. Dann 
können wir den folgenden Satz beweisen, nämlich: 

Wenn S^(x) = u^{x) + u^{x) + "" + ti,(x) + "" +u,,{x) 
ist, wo Uj^{x) nicht eine stetige Function von x 
ist, aber wo der Limes L S„{x) für jeden con- 



«=00 



stauten Wert von x innerhalb eines gegebenen 
Intervalls existiert und gleich f(x) ist, dann 
kann Ä„(x) an einer einzelnen Stelle gegen f{x) 
regulär convergier en. 

Wir wollen diesen Satz auch beweisen , indem wir das 
folgende Beispiel betrachten, wo die Behauptung erfüllt ist. 

Beispiel. Es sei 

^=0 sin'w! 7ra; + r — — 

Für alle rationalen Werte von x haben wir 

L 8^{x) = 0. 

» = 00 

Denn wenn wir x=plq setzen, wo i? und q ganze, endliche 
und zu einander prime Zahlen sind, haben wir immer, wenn 
n über alle Grenzen wächst, schliesslich n>q und dann ist 
nlizx ein ganzzahliges Vielfaches von tt, und deshalb ist 
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gleichzeitig sin'nlito; gleich Null. Daraus folgt, dass für 
rationale Werte von x 

. fix) = L S,ix) = £ j L Ol = 0. 

Dagegen ist für irrationale Werte von x für keinen noch so 
grossen Wert von w, nlizx ein ganzzahliges Vielfaches von 
IT und also ist immer für einen solchen Wert von x 

0<sin'«! 7ra;< 1. 

Daraus folgt dann an einer solchen Stelle 

X 



L 



fix) = L S^(x) = L L=o 1 . ^' } = ^• 

" = ^' ^■*"sinn!irx* 

Der Limes existiert also für alle in Betracht kommenden 
Werte von x, und f(x) ist für alle rationalen Werte von x 
gleich Null und für alle irrationalen Werte von x gleich x. 
Die Reihe stellt dann nur an .der Stelle x = eine stetige 
Function dar. Sie convergiert an der Stelle {x = o, ii = oo) 
aber regulär, denn 

y ^ , V ^ ( , xB\n^n\T:x 

« = 00 w=ooh=o sin'w! 7r^ + ^ 



L für rationales x 

= 00 

L X für irrationales xl ^^ ^ "^ f W« 



n= 00 
x = 



n = ao 

x = 



Sie kann auch an keiner anderen Stelle regulär convergie- 
ren, weil an jeder anderen Stelle f(x) unstetig ist. Damit 
ist unsere Behauptung vollständig bewiesen. 

Wenn wir nun die Resultate von den Betrachtungen in 
§§ 24, 28, 29 zusammenfassen, können wir sie folgender- 
massen ausdrücken : 

Wenn S„(x) = u,{x) + u^{x) + - - - +u^{x) + - ^ +u^{x) 
ist, wo u^(x) stetig in x, und L Sn(x) = f{x) für 

n= CO 
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jedes constante x innerhalb des in Betracht 
kommenden Intervalls ist, dann muss die Reihe 
an wenigstens einer überall dichten Menge von 
Stellen regulär conver gieren. Wenn aber der 
Limes L S„(x) nur für einen einzelnen Wert von 



»t: 



.00 



iT existiert, und an allen anderen Stellen die 
Reihe divergiert, dann kann S^ix) an dieser ein- 
zelnen Stelle regulär con ve rgieren; oder wenn 
wir voraussetzen, dass Sn{x) unstetig ist, dann 
kann Sn(x) auch an einer einzelnen Stelle regu- 
lär convergieren. 
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